Matematikte Gosterilemeyen Gergekler

Godel Paradoksu

Her sey, 1900 yilinda matematik-
ciler arasinda akademik bir tartigmay-
la basladi. Ingiliz mantik¢ist ve 1950
Nobel edebiyat 6diilii sahibi Bertrand
Russell (1872-1970), barutu ilk atesle-
yen oldu. Russell paradoksu sundan
ibarettir: Bir editor, kendi adini iger-
meyen biitiin kataloglarin katalogunu
yapmak istiyor.

Kendi adini igermeyen kataloglara
bir 6rnek verelim. Ornegin elimizde
bir “Fransiz Saraplari Katalogu” ol-
sun. Bu kitap, sarap olmadigindan
kendi adini icermeyecektir. Buna kar-
s1 bir “Kitaplar Katalogu” kendi adini
da i¢cermelidir; ¢iinkii kendisi de bir
kitapur. Yukarda soziinii ettifimiz
editor, bir “Kitaplar Katalogu” olus-

Bilimin iki kutsal devi yan yana. Kurt
Godel nazilerden kacarak ABD’ye
siginmis bir gécmendi. Dehasi sayesinde
hizla Albert Einstein’in profesér oldugu
Princeton Universite-

siyle biitiinlesti. Iki

blyiik beyin

arasinda

derin bir

f dostluk
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turmak pesinde degil. O, Kendi Adini
[cermeyen Kataloglarin Katalogunu
yapmak istiyor. Russell Paradoksu
sundan ibaret: Kendi Admni Igerme-
yen Kataloglarin Katalogu, kendi adi-
n1 igermeli midir?

Bu katalog, kendi adini igerirse,
kendi adin1 igeren kataloglar grubuna
girer; oysa bu, Kendi Adin1 Icermeyen
Kataloglarin Katalogudur; demek ki
bu katalog kendi adini i¢ceremez. Fa-
kat bu katalog kendi adin1 igermezse,
kendi adin1 icermeyen kataloglar gru-
buna ait olur ki o zaman da kendi adi-
n1 icermesi gerekir. Bu, agikca bir pa-
radokstur; ¢linkii mantk “Kendi Adi-
n1 Icermeyen Kataloglarin Katalo-
gu'nun hem kendi adini igermesini,
hem de icermemesini emretmektedir.
Iki dogru olamayacagina gére burada
paradoks vardir.

Russell Paradoksu iinlii Giritli pa-
radoksuna benzemektedir. Bir Giritli
“ben hep yalan soylerim” diyor. Girit-
li gergekten yalanciysa, bu soyledigi
de yalandir; yani aslinda hig yalan soy-
lememektedir; bir bagka deyisle dog-
rucudur. Fakat Giritli dogrucuysa bu
son soyledigi de dogrudur; yani aslin-
da o bir yalancidir. Mantik bize Girit-
liyi dogrucu kabul edersek onun ya-
lanci, yalanci kabul edersek dogrucu
olmasi gerektigini emrediyor. Demek
ki Giritlinin yalanct mi, dogrucu mu
olduguna karar veremiyoruz. Bu tam
bir paradokstur; ¢iinkii birbirine karsit
iki yanit da dogru sonug veriyor, oysa
gercek tektir; Giritli hem yalanci, hem
de dogrucu olamaz.

Russell paradoksu neden matema-
tik tarithindeki en biiyiik bunalimlar-
dan birini baglatti? Ciinkii bu para-
doks, kiimeler kuramina dayanmakta-
dir. Bir katalog, elemanlar i¢eren bir
kiime olarak diisiiniilebilir. “Kendi
Adini Icermeyen Kataloglarin Katalo-
gu”, kiime kuraminda soyle ifade edi-
lir: “Eleman olarak kendini i¢cerme-
yen biitiin kiimelerin kiimesi” (Rus-
sell bu paradoksu béyle ifade etmisti).

Kiimeler kuramini Italyan mate-
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matik¢isi  Guisseppe  Peano
(1858-1932) 6ne siirmiistii. Bu ku-
ram Antikite’den bu yana elde
edilmis bir ¢cok matematiksel sonu-
cu birlestiriyor ve diizene koyuyor-
du. “Kuram”a el konmus oldugu dii-
siiniiliiyordu. Ama ige bakin ki bu dii-
zenleyicinin (kiime kuraminin) ken-
disi, diizen yerine paradoks yaratabili-
yordu. Paradoks bir matematikei i¢in
karabasandir. Matematik tek dogru
yanit ister.

Ortaya iki segenek ¢ikiyordu: Ya
matematik binasinin tamami ¢oke-
cekti, ya da bir yerde bir yanhs sakla-
niyordu; onu ortaya ¢ikarmak ve dii-
zeltmek gerekecekti. Bu yiizyil bagla-
rinin en biiyilk matematikgilerinden
biri olan Alman David Hilbert (1862-
1943), Fransiz matematik¢isi Henri
Poincaré ile birlikte “matema-
tigin temellerine” dogru
bir yarig baslattlar.

Bu basit bir is degil-
di. Hilbert “Prog-
ram”inda bu aragtir-
manin planint ¢izmis-
ti: “Anlamlarindan so-
yutlanmig matematik
sembolleri  birbirine °
baglayan baglarin tutarli
ve celiskisiz oldugunu gos-
termek”. Boylece Hilbert “me-
ta-matematik”i baglatt. Meta-mate-
matik, matematik konularinin degil,
matematigin kendisinin incelenmesi
olacakti.

Hilbert’in Program’t bir tartigma
baslatti. Hilbert, ilk ve son defa, mate-
matigi “mekanik” bir sekilde ifade et-
mek i¢in gerekli mantuk kurallarini
bulmak istiyordu. Bu basarilabilirse,
matematigin biitiin sonuglari bu ku-
rallar “korii-koriine” uygulanarak elde
edilebilecekti. Modern terimlerle ifa-
de edersek Hilbert’in programi biitiin
matematik teoremlerini bir bilgisayar
tusuna basarak elde etmek anlamina
geliyordu. Bu mutlaka matematigi da-
ha saglikli kilacakti; fakat onu sonsuza
dek kisirlagtirmak pahasinal

Ne var ki Program1’inin basarisina
bir mantik kurali engeldi. Ornegin dil
uzmanlari, gramer kurallarinin temel-
lerini olusturmak isterken, sozciikle-
rin anlamint diglasalardi kendilerini
bir paradoks i¢inde bulurlardi. Gra-
merin temelini olusturmak i¢in hem
sozciiklerin anlamina (anlambilim),
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Paradoksun resmi: Unlii Hollandah matem-
atikgi ressam Maurits Cornelis Escher
tarafindan cizilen (nli Cizen El graviirii. Bu
graviir “kendini kaynak gésterme” (otorefer-
ans) celiskisini ifade ediyor. B eli, A elini
ciziyorsa, A eli B elini gcizemez. “Gédel teo-
remi” benzer bir kavrama dayanmaktadir.

hem de gramer kurallarina (s6zdizimi)
gerek vardir. Kisacasi burada bir kisir
dongii s6z konusudur. Bundan kurtul-

mak i¢in 6nce birkag sozciigiin
anlamini ve “¢ok agikea bel-

Godel teoremi, mantik tar-
ihinin en énemli kilometre
taslarindan biri oldu.
Resimde Gédel, 1972°de
kendisine Rockefeller
Universitesince verilen
onursal (honoris causa)

doktorluk kiyafeti icinde

goriiltiyor.

i” bazi gramer kurallarini
onceden kabul etmek gerekir.

Hilbert oyunun kurallarini koydu:
Saglam bir manugin temelleri olarak
tamsayilar ve onlarin elemanter 6zel-
likleri, 6rnegin 1+1= 2 alinabilirdi.
Hilbert basit mantik kurallart kullan-
di; agikca belli matematik kavramlar-
dan (bunlara “ger¢ek matematik” di-
yordu) asagidaki sonuca vardr: “Dog-
ru matematik sonuglarin hepsine ger-
¢cek matematikten yola ¢ikarak varila-
bilir” (Aslinda burada aritmetik vyii-
celtiliyordu).

“Principia Matematica” adli 3 ciltlik dev matematiksel mantik
kitabinin yazar Ingiliz matematikgi filozofu Bertrand Russell,

kiimeler kuraminda bir mantik paradoksu
tanimlayarak matematikte bir bunalhm
olusturdu. Bu bunalim, Gédel’in

mantikta “ne dogru, ne de yanlis”
sayilabilecek kavramlar oldugunu
gostermesiyle
derinlesti.

Hilbert mantik kurallarini gergek
matematige uygulamak istiyordu. Or-
negin “Insanlar éliimliidiir. Sokrat da

insandir. O halde Sokrat da 6liimlii-
diir” 6nermesi Hilbert’e gore 2x3=

6 tipinden basit bir isleme esdeger-

dir. Boyle bir sistemin kurulmasin-
daki zorluk, mantik 6nermeleriyle sa-
yisal iglemler arasinda bir yakinlik ge-
rektirmesiydi. Ornegin m ve n gibi iki
mantik 6nermesinin sonucu mxn=p
olmaliydi. Bunun olabilecegini, o za-
man 25 yasinda olan matematikgi
Kurt Godel gosterdi: Her tiirlii mantk
onermeleri, Godel sayilari denen
(bunlar asal sayilar ve onlarin kuvvet-
leriydi) sayilarin basit islemleriyle
gosterilebilirdi.

Mantikta her 6nerme ya yanlis ya
da dogrudur. Ornegin A 6nermesi “in-
san bir agactir” yanlistir; bunun kargi-
t1 anti-A ise dogrudur: “Insan bir agac
degildir”. Bu ozellige dayanarak Go-
del, G 6nermesini yapt: “Oyle bir A
onermesi bulunabilir ki ne A, ne de
A’nin kargiti (anti-A) dogrudur”. (Rus-
sell ve Giritli paradokslari gibi). Sonra
G 6nermesine karsilik olan sayiy1 he-
sapladi; bu sayinin iki tam sayinin ¢ar-
pimi oldugunu gosterdi. Boylece
bomba patlamis oldu: Matematikte
daima gosterilemeyen gergekler ola-
cakti. Modern terimlerle soylersek bir
bilgisayara hayal edilebilecek biitiin
matematik kurallar verilse bile, bilgi-
sayar bazi problemleri
asla ¢ozemeye-
cektir (1936’da
Ingiliz mate- -
matikgisi
Alan 'Turing,
Godel’in bu-
lusunu genel-
lestirdi. Turing
sunu gosterdi:




bir bilgisayar, kanitlanamayacak bir
matematiksel gergekle karsilagirsa,
sonsuza dek calisir, durmaz). David
Hilbert, Godel’in 1931°de yayimlanan
caligmalariyla o kadar yipranmistu ki
hayatinin kalan béliimiinii Gédel’in
yanildigini kanitlamaya ¢aligmakla ge-
cirdi. Hilbert, Godel’in sarstgr tek ki-
si degildi. Godel, goriislerini 1930 Ey-
lil’iinde, Turing’le birlikte ileride bil-
gisayart bulan John von Neumann’a
anlatmist. O giin von Neumann man-
ug terk etmeye karar verdi.

“Godel teoremi” yavag yavas ken-
dini kabul ettirdi ve matematigin si-
nirlarint agti. Godel sunu kanitladr:
“Bir dilin tam tanimi, ayni dilde yapi-
lamaz; ¢iinkii bu yolla bir ciimlenin
dogrulugu tanimlanamaz”. Matema-
tik, filoloji ve felsefeye agiliyordu.

Bazi yorumcular bu teoremi meta-
fizige uygulamak istediler; higbir sis-
tem gergegi yakalamiyor; akil, biling
ve ruh, insan tarafindan algilanami-
yordu. Yalniz diinya dis1 gii¢ler gerce-
ge erigebilirdi. Ayni kural psikolojide
de uygulandr: Insan ¢oziimsiiz bir
problemle (ya da bir paradoksla) karsi-
lastig1 zaman sizofrenik bir davranig
gosterir ve bu durumdan ancak tedavi
edilerek ¢ikabili. Bu kuram
ABD’de “Palo Alto ekolii”nce
bazi akil hastaliklarinin te-
davisinde kullanilmakta-
dir. (Sizofrenlerde kargit
degerlilik-ambivalens-

Cons (€)= Demgd 17 Gen )
Lo (AJ=E)g s, 1)

Godel teoremi (yukarida formiilleri
goriiliiyor) AlIman matematikgisi
David Hilbert’in (1862-1943) (iistte
sagda) matematigin “temellerini” bulma
cabalarini sifira indirgedi. Gédel teo-
reminin kurbanlarindan biri de bilgisa-
yari bulan Macar asilli Amerikan
matematikgisi John von Neumann oldu;
von Neumann, Gédel teoreminden o
kadar etkilendi ki
mantik calismalarini }('f

Viyana valsi:Kurt Gédel
Avusturya’dan ABD’e kac-
madan az énce Adéle
Porkert ile evlendi. Esi de
onunla birlikte Amerika’ya
kacti ve Kurt’un éliimiin-
den (¢ yil sonra hayata
veda etti.

denen bir belirti var- ’
dir; bu, bir sizofrenin * -
birbirinin karsit1 olan du- = 'r
rumlarin ikisini de dogru

kabul edebilmesidir. Bir sizof-

ren bir seyi hem var, hem yok, bir can-
liyt hem vyagar, hem 6lii; bir insani
hem dost, hem diisman vb. kabul ede-
bilir. Gériiglerinde hem modern, hem
de tutucu olabilir. Sizofreni mantigina
gore Russell ve Giritli problemleri bir
paradoks olusturmaz).

Aslinda Godel teoremi boyle bir
genellemeye elverisli degildir; o, yal-
niz klasik gerekirci mekanik kurallari-
na gore ¢alisan makinelere uygulana-
bilir. Bu teoremin insan ruhunun
problemlerini yanitlamaktan uzak ol-
dugu kesinse de igerigi o kadar zen-
gindir ki uygulamalan giderek daha
yayginlagmaya baglamistir.

Baslangicta matematikgilerin ¢ogu,

bu kadar garip ve soyut bir sonucu
kiigiimsediler. Fakat yavas ya-
vas orada burada ¢oziimsiiz
problemler ortaya ¢ikmaya

basladi. Iste c¢oziimsiiz
problemlerden biri daha:
“bir diizlemin désenme-
si”. Elinizde degisik ge-
ometrik sekillerde (kare,
eskenar dortgen...) bir yi-
gin kagit parcast olsun; ar-
darda rastgele sekiller alarak,
delik ve ortiisme olusturmadan
diizlemi tamamen doseyebilir misiniz?

Bu problem matematikle ¢oziile-
mez. Gergek sudur ki pargalarin se-
killerini igeren bir algoritma (bir en-
formatik programi), size “bunlarla bir
diizlem deliksiz ve ortiismesiz dose-
nebilir veya désenemez” diyemez.
Fizik gibi matematik de 6zel olgular-
dan ¢ok, genel kurallarla ilgilendigin-
den, “karar verilemez” durumlarla il-
gilenmeye basladi.

Bir diger “karar verilemez” du-
rum enformatige aittir; fakat insanla-
ra da uygulanabilir. Bu, digerlerinden
de zordur: “bir enformatik (bilgisa-
yar) programinin asla higbir seye ya-

ramayan ve bir sonuca vara-
mayacak komutlardan olu-
sup olusmadigini 6nceden
(a priori) belirleyebile-
cek higbir yontem yok-
tur”. Insan genomunda-
ki baz sirasini belirleme
caligmalari- bu  yiizyil
sonlarinin en 6nemli pro-
jelerinden biri- bu mate-
matiksel olanaksizlik duva-
rina ¢arpmaktadir. Bir giin
genlerin sifresi ¢oziilse bile, gene-
tikgiler, goriiniiste bir ige yaramayan
genom baz sirasint bulmak igin bilgi-
sayarlarin giiciinii kullanamayacak-
lardir; ¢iinkii higbir bilgisayar progra-
mi asla biitiin genlere uygulanamaz.

Daha da karmasik olan bir prob-
lem “hayat oyunu”dur. 1960’11 yillar-
da Amerikan matematikgisi John
Conway’in buldugu bu oyunda bir
satrang tahtasi {izerinde rasgele bir
sayida piyonlar vardir. Oyun iki kura-
la gore oynamir: Birinci kural: Eger
bos bir kare, ii¢ piyonla cevriliyse ge-
lecek hamle oraya bir piyon konula-
bilir. Ikinci kural: Bir piyonun kom-
susu olan piyonlarin sayisi ikiden az-
sa ya da tigten fazlaysa o piyon tahta-
dan g¢ikartilir.

[Igingtir ki 1970’lerde bu oyunun
sonucunun “karar verilemez” cinsten
oldugu kanitlandi. Bir bagka deyisle,
baslangictaki piyon dagilimi ne olur-
sa olsun, biitiin piyonlarin tahtadan
kaldirilacagi mi (sonugta bog tahta),
yoksa oyunun sonsuza kadar devam
edecegi mi (tahta iizerinde her za-
man piyonlar bulunmasi) 6nceden
soylenemez. (Hayat oyununun ayrin-
ulart i¢in bkz. Matematigin Gizli
Diinyasi, David Wells, ¢ev. Sel¢uk
Alsan, Sarmal Yayinevi 1996).

Bu oyun piyon igeren birimlerin
bi¢imlerini (daire, kare, iiggen vb) ya
da piyonlar arasindaki rekabet kural-
larin1 degistirerek daha karmagik ha-
le getirilebilir. Bunlarla “karar verile-
mezlik” daha da artar. Bu oyuna ba-
karak hayvan tiirlerinin (insan dahil)
evrimi belirlenmek istenirse bu si-
miilasyon (taklit) s6z konusu tiirlerin
yok mu olacagi, devam mi edecegi
konusunda bizi aydinlatamaz. Bu
problem bilgisayara verilirse sonsuza
dek beklemek gerekir.
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