Matematik Diinyasi

Kiiciik Bir Not

Fermat’'nin Son Teoremi

Her sey kiiciik bir notla bagladw
Arithmetica'mn bir kopyasinda bog
bulunmuy kenarlardan binne diigini-
len kiigitk ve masum bir notla... Not
tnlii Fransiz matemankey Prerre de
Fermarya e, Kimbilir belki oglu
Samuel bu kitaby bulup savfalanm ka-
ngtrmasa Fermat'mn bu notu giin 156
tina hig gikmayacakt, Ancak bulundu
ve biwlelikle o Gnlii “Fermat'm Son
Tearems" yayimlanmiy oldu, Teore-
min séyledip, daha dogrusu Fer
mut'nin iddiasi; # ikiden biiviik olmak
tizere 0'dan farkli x,y.2 tamsavilar igim
$+yi=z® esitligimn highir giiziimil
olsmayacagydi. Hging olan ise notun
son ciimlesivdi: “Bunun igin dikkar
gekici bir 1spar bulduysam da sayfanin
kenan bunu vazabilmem igin gok kil-
itk kaliyor.”

Ever, igte bu masum ghiriiniigh
cilmleler tam 3.5 asir boyunca mate-
matikgllen (ve matematikgl almayan-
lan) ugmstirdy durdie Filmin sononu
giiremeden elekerikler kesilmiy ve
beyinlen kemiren sorular ortada
kalmigt: Acaba gergekten bu jddia
dogri muydu? Ya da Fermar dikkae
gekier (dikkar gekier olmasa da olur)
bir isprat bulmug muydu? Sakin, yanhy
anlamavin! Fermar'va inanmiyor degi-
[im, uma iistat bir verlerde n=4 igin id-
diasinin ispaunt yazabilecegi bir bos-
luk bulurken her nedense biitin
genel hal igin gegerli bir ispan bir riir-
Itk yazamamigti, Belki de daha sonra
buldugu 1spatn vanlis oldugunu far-
ketti. Kim bilebilir ki?

Peki, Fermar bowle bir iddiays na-
sil ortaya atmisti? Elberte, gegmise
doniip bunu ona sormamiz miimkiin
ofmadigindan bz tahmin comeye gali-
sacafiz. Fermat stz konusu iddiasing
bagea da beliretigimiz gibn Diophan-
tos'un Arithmedca’sinda bos buldugu
bir vere sikagtirmuger. Lgee bu kieap, Di-
ophantos'un ortays koydugu ve kendi
smint tagvin denklemiert anlatyor-
du. Gelin, biraz bu denklemler fize-
rinde duralim. Katsayilan tamsavi olan
herhangi bir dereceden # bilinmeyen-
It bir denklemi ele alalim. Eger bu
denklem ¢iziilebilirse ¢izlimlen ara-
sinda tamsavilar olabilic mif Bunun
igin aklimiza gelen i1k Grmek x7+y 2=22,
yam Pisagor csithifdin ki karenin
toplamimin yine bir Kareyi verdidi esit-
lik. Bu esitifin  32+42=52 e
55122132 gibi tamsay) gUziimler)
varchr. Astinda bu egitlik igin sonsuz
sayida tamsay ¢oziim bulunabilir, lste
Fermat bu Kitabi okurken kafast tam
da bu noktaye: Preager Ryeelii'ne
tkibr. Meselu, aym egitligin 3,
dereceden kuvvetlerde de gegerli
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olup olmadif sorusu ortadadir ve bo
sorunun yamont kendisi de merak
ermig olabilin Istersentz. bu soruyu bir
de biz kendimize soralim; Acaba 13423
bir tamsaymun kiibth olabilic mi? Ha-
vir, giinkil g egit. Ya 29439 2 0 da de-
gil. Bir de 9%+10°=1729'u deneyelim.
Cuk yaki ama yine salamiyor, giin-
kil 123=1728'de kaliyor, Bu egitligi
saflavan hig tamsay) yok mu dersenie,
elbette var: her x mmsayisl igin
Di4xi=x? safifanivor, fakat bu 8rnegin
highir ¢ekici yant olmadifin kabul
cderseniz. Bivlece su sonly havat-
mizdaki sonlt denemelerimiz ne ya-
21k ki ('dan farkl highir tamsavt igin
esitligi safilayun bir gbzlim vermiyor
ve distiine tstlitk bu durum valmzea 3
igin dedil, 2'den biryiik tim #"inci de-
receden kuvvetler igin gegerli... lste
bitylece Fermat'nin sz konusu iddi-
asma bizler de varrmy oluyoruz, Tabi
bir-ispata sahip olmaksian...

Gelin gimdi, x%+1*=2* esitligimiz
hakkinda sraya hemen birkag satr si-
kigtiraitm. Bu sanrlar, esithimizde
valmzea o'nin 4 ve ek asal oldugu
halleri incelememizin veterl oldugu-
nu anlanyor, Neden derseniz, bir sayi-
tin asul olmayan herhangi bir derece-
den kuvvetini; mesala 21° disiinin,
Dikkar ederseniz elde etmfiimiz sayi,
avot zamanda 3'lincll dereceden de
bir kuyver oluyor. Gore hitap edecek
olursak xilay gl ise
(xTH+iy TPR=(=TH eyitliini elde edivo-
iz Boylehkle #=21 igin egithigimizde
Dbir tumsay) giziim varsa #=3 (yani bir
asal) win de mutlaks bir tamsayr ¢6-
giim bulunmug eluyor, Ote vandan,
kiden biiviik dim amsavilar va diomo
v da bur tek asally bolindigiinden in-
celenmest gereken durumlar #'nin 4
ve tek asal oldugi hallere indirgenmig
oluvor. (Bu arada hemen belirtelim;
2've “gift asal”, diger asallara da “tek
asal” denivor.)

Hatirlarsamz, =4 icin Fermat'min
bir ispant oldugunu sovlemistik. Fer-
mat, aynt zamanda #=3 icin de bir is-
pat sunuyor. Ondan bagimsiz olarak
lsvigreli matematikei Leontard Euler
de, #=3,4 igin esitligimizin highir tam-
sayl ¢ozumii olmadi@im kanichyor.
Ama belki Euler'in #=3"e dair ispatin-
da biraz dahs remkinli davranmamaz
gerekli. Glinkt bu ispatta bir yerlerde
igler yanhy gitmeye baghyor.  Fakat
Euler'in diger ispatlannda kullandig
fikirlerle bu hatayi tamir etmek miim-
kitn oldugundan, =3 durumu igin is-
paun Euler'e arfedilmesini garipse-
memek gerekir, sapinm.

Daha sonra 1828'de Perer G. Le-
Jeune Dirichier, u=5 durumu igin Fer-

mat’min iddiasint kanitlivor, ardindan
1830'da du Adrien-Marie Legendre.
1839°da Gabriel Lamé. n=7 win bir is-
pat sunuyor, fakat bir takim hatalar va-
piyor. Bunlar 1840'ds Henrt Lebes-
que wralindan diizeltiliyor. Yani iki
vileylda yalnzea #=3435.7 Gzel du-
rumban igin Fermat min iddiass ispatla-
nabilivor. Kimsenin tiim iddia hakkin-
da orrava atn@ bir dilglinee vok mu
derseniz, 1847'de. Lamé'nin hiitlin
w'inel dereceden kuvvetler igin geger-
I oldugunu styledig bir ispau var. Fa-
kat Ernse E. Kummer'in de bu ispatta
buldugu bir huta var, Eh, ne de olsa
hatasiz kul olmaz! Lamé'nin temel
strirejisi gok verimli olmakla beraber
ne yazik ki izledifi rakokler kiiydi.
Stratejisi yeni hir sayr gesidi olan ce-
birsel sayilan amrmakean ibaretri. Bu
saytlar rasyonel katsayilara sahip olan
herhangs bir polinomun koki olan sa-
yilardhi. Yani ramsayilann difvid afa-
bevlers wdiler. Ancak detaylar o kadar
tnemlt degil, Isterseniz, buradan biraz
baska bir dala atlayalim, Bildiginiz gi-
bi, x7+y" ifadesi bagka iki ifadenin
garpumi cinsinden vazlabilmekedin
ﬂlmcgin; n=5 oldupunda

apfarey ety ardy gt
vazilabilir, x+y qarpant giizel ve basit-
tir, ancak geriye kalun kisim da bir o
kadar sevimsiz ve kangik.. lste bu
nokeada Lamé, bu kangik olan carpant
kendi buldugu cebirsel savilury kulla-
narak dire tane daha giizel ifadenin
carpimi cinsinden yazabilecegim far-
ketmistit. Bunu  genellestirirsek
¥+y", n ader basit tepmin garpim
cinsinden yazlabilin Ustiine Gstliik
bu terimlenin carpimi #'ingi derece-
den bir kuvvertir, giinkll fizerine kafa
yorulan egitik 2%+ y*=2 dir. Ayni za-
manda Lamé bu reamlerden highin-
nin ortak bir boleni olmadifng goriir,
Eper bildifimiz tamsayilar ile ortak
bolenleri olmayan terimlerin garpimi

u'inci dereceden bir kuvver ise o za-

man her terimin de ayn ayn a'inei de-
receden bir kuvver olmasi gerekir.

Clinkii her sayi asallann carpimi ola-
rak yalnizea bir gekilde ifade edilebi-
lir. Lamé, avm dzellifin cebirsel savi-
larigin de gegerli oldugunu varsaymig-
ur. Bivlelikle aruk elinde valmz bir
degil, # wdet farkli egitlik vardir, herbi-
i de #'inei dereceden bir kuvvettr ve
hepsinin de aym anda giziimil sagla-
masi gartar Demek stedigim Fer-
mat'mm  jddiasimn aksine  efier
¥4 y=z* jgin bir tamsayi goziim varsa
her # adet egitlik igin de bir tamsay
ghiziim olmus) gerekir. Bu elherte biy-
le bir ¢oz0m olma olasili@ing x kez da-
ha zotlasurmugtr ve Lamé, bekledigi
gibi bivle bir ¢iziimiin olamavacafing
ispat etmigtir. Ne yazik ki hayat bu
kadar kolay degildir. Cilinkii Kummer
ve digerlen #=23 igin Lumé'nin cebir-
sel sayilanimin birden fazla sekilde asal
carpanlaring aynlabilecegini ghster-
migur. Kummer, bu piriizi hallermek
igin urgicken bu kez yepyeni ve ol-
dikea da verimli bir malzemeyle kar-
simiza gikagelr, ading ideal koydugu
sayilanvla... Bu sayilar “fazladan” baz
asal garpanlan da beraberinde petie
mektedit ve wim cebimsel kurallann
dogru iglemesini saglamaktadie. Bu
arada girdiiginiiz gibi her satirda
olaylar duha karmagk bir hal almakea
ve dahu sovut ifadeler kargmiza gik-
makea.. Ovsa bu isin basinda Fer-
mat'nin o masum iddiasinin ne kadar
aptk bir ifadeden olugrufunu hardar-
stz Ancak by matematigin bizi sii-
ritkledifi vol.. Kim sikaver edebilir
ki?

1847 vilina gelindiinde Kummer
ideal sayilarly ilgili weoreming kullana-
rak #=37,59 ve 67 diginda 100'c kadar
olan biktin #'ler igin Fermat nn iddi-
asiny kamclamogti. 1857 vilmda da bu
matemanksel sistem biraz daha giig-
lendinldi, deyim yerindeyse birkag
kavig ve gark daha eklendi ve Kum-
met ile Dimitm Minmanoff sézkonusu
isusnal durumlar igin sistemin galy-
masmi safladilar. 1992 yihina gelindi-
Binde benzer metodlarks bir milvona
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kadar tiim #'ler igin iddia dogrulan-
migt. Ovsa hemen biitiin sayilar bir
milyondan biiviikrii. O zaman neden
yullar boyu bisyle Geel durumlar ince-
lenerek iddia kamtlanmaya cabgilmig-
u? Clinkil ne de olsa bir milyona yu da
iki milyona gelseniz de sonugta bu bir
hayar tirplisidiic ve gende sonsuz
adet tamsayi vardir, Elbette tiim bug-
lemler sirasinda umulan biitiin oyunu
bir anda bitirecek ve “sah-mat” dedir-
tecek bir ipgin ortaya glkmasivdi. An-
cak o ik hig ormularda gzitkmedi.

Atk veni bir fikre ihtivag vardi ve
bu yeni fikir oldukea farkl bir yinden
Fermat'nin iddiasina dogro yelken ag-
miugts. Artik sorulan soru; bir Diyofant
{Diophantos) denkleminin kag tane
tamsay) goziimil olabilecegivdi, Elber-
te, Missgor csitlifl gibi baz Divofant
denklemlerinin sonsuz savuda goziimi
vardi; bazlanminsa bizim
A<H<1 000 000 igin esitligimizde oldu-
o gibi -0'dan farkli- highir ¢iziimii
vokou. Kimilen ise sonlu sayida giizii-
me sahipti: y2+2=x7 igin pozitif tamsa-
yilardaki tek ¢oziminiin =3, y=5 al-
mast gibi...

1922 yilinda ise Ingiliz matems-
tikgi Lowds J. Mordell, nevin tamsayi
gozimlen igin bu tir farkl olasiliklan
varattgine incelemekeeydi, Boyle bir
esitligin karmagik sayilardaki ¢oziim-
lerinin bir topolojik yiizey olugturdu-
funu girdil. Bilivarum, belki “topolo-
Ji" terimini broriinfizde daha fince hig
duymadimz, ama kabaca bir ifadeyle
stivle tarumlanabilic “Topolojik wzay,
limit ve siirekhlik  kavramlannin
anlaml oldugu vzaydir ve wpoloji de
bir bakima kogeli olmayan yekillerin
geometnsidir, Simdi eZer hayatn daha
kolay hale getrmek gerckirse, Mor-
dell bir peynir diliminde ya da ceviz
kabugunun tstiinde oldugu gibi bu
yilzey Uzerinde de sonlu sayida delik
bulmugt. Onu en gok etkileyen ise
sonsuz adet tamsavi ¢0ziimi olan esit-
liklerin karmagih savilardu ¢thzdldik-
lerinde va ek bir delik olduuny va
da highir delik olmadigim gizlemle-
mesiydi. Anlagilan topoloji ve aritme-
tik arasinda bir bag vards, Mordell ye-
terince ikna olmugtu ve bugiin Mor-
dell savi dedigimiz savim oty koy-

die “1ki ya da duha fazla delikli bir vii-
zey olugturan esitliklerin yalnizes son-
lu sayida rumsayi ¢oiziimi olabilie.”

Iyi de tiim olup bitenin Fers
mat'min Son Teoremi ile ilgisi nevdi?
¥4 y=2¥ csitligine karglik gelen yil-
zev bzenndeks  debik  sayis
(n-1)(x-2)/2 1k ve w=3 igin bu sayi en
az ikiydi. Dolayisiyla. Mordell savi,
cter esitlifimizin amsayl giziimlen
warsa ondarin ancak sonlu savida olabi-
lecegini  berubennde  getiriyordu,
Aman dikkat! Mordell, burada ortak
carpanlan olmayan gizitmlerden bah-
sermektevdi, yoksaelbette x, y, 5 efier
bir goziim olugturuyorsa 2x, 2y, 23 va
dit 3x, 3y, 3z de bir giziim olugnirabi-
lirve bu sonsuza dek bovle gidebilir.

Bundan sonm unlan ikinci biiyiik
adim igin 1962 yihim beklemek gere-
kiyordw. feor R. Skafarevick, Diyofant
denklemlen hakkinda yeni ve birnz da
teknik bir savla gikagelmigt. 1968'de
ise A N, Parshin, Shafarevich savinin
Mordell savini gesektirdiini kanitla-
migt. Sonunda, 1983 wilinda geng Al-
min matematikgi Geed Faltings, Pars-
hin'in savim kanitlady, dolayisivia Mo-
dell'inkini de,,. Bu tnemli bir adimdi,
ancak Mordell savi 274 9%=2* esitlif-
nin sadece sonlu savida ramsay) ¢izii-
mil olabileceging stylityordu ve bu
sonlu sayinn (0'dan farkly giztimlen
ele abirsak) Fermat'min iddin emigi
iizere sifir olacaiini kimse paranti ede-
mezdi. Ama Sezar'm hakk) Sezar'a, ne
de olsa olasilik sonsuzdan sonlu lur sa-
viva indirilmigti. Dahu sont D. R,
Heath-Brown, Faltings'in bu yaklagi-
miyla hiraz oynadi ve » bliyiidilkge
Fermat'mm iddiasimn dogrulugunun
B100'e yaknsadiin ispatlads, Yani
ark Fermat'min Son Teoremi “nere-
deyse” ispatlanmigts.

Bu “neredeyse” sbzeiigiinii de or-
tudan kaldimak igin Diyvofant denk-
lemlerine modern bir yaklagim getiren
bir teorive, eliptik edriler teorisine vii-
nelmek gerekivordu, Tamam, “lyi de
simdi bu eliptik efriler de ne oluyor-
mug?, divorsunuz. Biraz agmava galig-
lim: yv2=aebsboadeexed bigimindek
esitliklen ele alalim, vani 3. derece-
den bir polinoma egit kareyi.. Ige
bunlags "eliptik” adi verliyor, giinkil

Gozmece
1. Eger n pozitil bir tamsay ise
n? +3+41

o° +4n+3
kesrinin indirgenemeyeceini (pay ve
paydanin en biyik ortak boleninin 1
aldugunu) gésteriniz,
2. Gergel (reel) o,  sayilan
-3450-17=0
F-3f+5p+11=0
egitlilerini saglyor @+ y bulunuz.

Gegen Ayin GCdzimleri

1. ad=bc oldufundan a, bc Wi
boler. Dolayisivia x, b yi; v. ¢ vi bolecek
ve a=xy olacak bigimde x ve y poziif
tamsayilan vardir, b=xz, ¢=yt olsun.
Buradan (xy)d={2)(yt) ve bu esftiikten
de d=z bulunur,
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=xi{yls 22ty 428
=122 +2%)
olduguncian a2 +6245240 asal sayl
alamaz.
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“*[m‘i [3—‘5]’--"(?3‘:]
=1-|-:}
oldugundarn
11
T4 — b — <2 di,
2 R

Hagivan 1997

zayif da olsa elipsin gevresini veren
formiille efrilerinki arsinda bir iligki
var. Bunun da sebebi her esitifin ko-
ordinatlar sisteminde geomerrik bir
ein rmmlamasy.. Elberte bu ciimfe-
leri hentiz ben alt alo siealayamads-
gimdan bir matemarikgmin tanimlia-
masini veriyormm size. Eliptik egrile-
nn goze batan dzelliklennden binsi
ise egitligin birkag wmmsavy ¢iziimil
verildiginde, bunlan digederin de ¢l-
de ermek igin kullanabilmemiz...

Artik buradan hareketle daha once
anjartiklanmeela bir iling kurabiliniz,
glinkii hattlarsanz Mordell'in stz ko-
nust yiizevlernde valnzea ek bir de-
lik bulabilirsiniz yo da hig bulamazsi-
mz Ashinda eliptik egnler Divofant
denklemlerinin de bir wlunt olarak ni-
telendinlebili. Ancak bu alanim da
kendi iginde gbziilememiy biiyik
problemlert vardir ve bunlann en bii-
yilgil de (en az ady kadar biiyitk) Shi-
mura-Tantyama-Weirl savidie. Bu sa-
vin iddiasi her eliptik eZrinin modiiler
fonksiyonlar cinsinden temsil edilebi-
lecefidir. Belki artik kezmaya bagladi-
miz, ama gok kissea ammlamak pere-
kirse modiiler fonksivonlar bilinen tri-
gometrik fonksivonlann -sintis ve ko-
sinils gibi- bir gegit genellegtirmesidir.
Yani bu savda sivlenmek istenen, her
cliptik egnnin giizel bir koordinat sis-
temine sahip oldugudur,

80'lerin baginda Gerhard Frey -
rafindun by saviu Fermat'nin Son Te-
oremi arasinds miithig bir bad ortaya
konmugtor, Frey'in - temel seracejisi
Fermat'mn egithifinin X0 Yo=/% gibi
bir giiziimil oldugunu varsayip bir ge-
ligki elde etmeve ugragmakean ibaret-
tir. Hemen belireling burade biiyiik
harf kullanmamizin sebeby, bu dur-
mun yalmzea tzel bir ¢hzdm igerme-
sidin. Frey'in inceledigi eliptik egn
pE=p(x-Xm)(x-Y) egnsidir ve ugnagilan
sonucunds bugiin Frey o edfriss deni-
len oldukga ilging bir matematiksel
malzeme elde etmistir, Daha sonra da
1986'da Kenneth A, Riber, Shimra-
Tantyama-Weil savimn dogrulanmas
durumundy Frey'in elipuk egnsinin
varolamayacaging ispatlamistn. Uzun
stiziin ksast bu da Fermat'nin Son Te-
oremi'nin camamivly ispatlanmiy ol
mast demektir.

Elberte, bu biiytik bir kegiftir,
Ciinkii Fermat'mn iddiasinin valnizea
gizemli bir problemden ibaret olmady-
I ve arkasinda matemangin bagka
giizelliklenni de sakladigim gister-
mistit. Andrew Wiles, Ribet'in cahy-
masini GErendigindeyse artik onun
igin veni bir macera baglar. ik ofarak
Fermat'mn Son Teoremi'ni kani-
lamak igin Shimura-Tanivama-Weil
savinin wmamin kullanmaya ihtiyag
olmadifant goriir, glinkil reorem yal-
mzed by savin Bzel bie durnmudur.
Problemi alo pargaya ayine ve bunlan
tek tek gozer. 1993'te Cambnidge 'deki
Isaac Newton Enstitiisii'nde verdifi
fi¢ -ginlitk seminer sonunds Fer-
mat'nin Son Teoremi'nin kaniting bul-
dugunu diinyaya ilan eder. Fakar
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Eliptik Egri Uzerindeki Noktalar:
Daz bir dogru tipik bir eliptik eg-
riyi tg noktadan keser. Eger bun-
lann ikisinin koordinati lintili ol-

geliyorfarsa,

nokta da béyle bir tamsay
goziime karsilik gelir. Béylelikle
iki tamsay ¢6zami elde ettikten
sonra geriye kalan tek gey karsilik

heniiz hikayenin son nokrasi konul-
marmigtn. Wiles, kamione tekrar goz-
den gegirdiginde birtakim yanhg nok-
talarla kargthagr. Bu sefer ek ek bu
yanhghklan gidermeye gingir. Ancak
gende hild diizeltilemeyen nokealar
vardir, Bu arada Weil,  Scienrific
American'daki yazsinda siyle der

“lspati  olusturabilmek  igin
Wiles'm bazi giizel fikirleri olduguna
mantyorum, ami ispar ortada degil.
Bir  nokrava  kadar  Fermat'mn
Teoremi'pl ispatlamak Everest'e -
manmayd benzer, Eger bir adun
Everest'e urmanmalk ister ve 100 met-
re kala nefesi kesilitse bu Evercst'i
nrmandig anlamina gelmez.”

1994 yilimin baglanndan . itibaren
Wiles, Richard Tavior e spanindaki
hogluklan doldumbilmek igin besaber
calgir, ancak sonucy ulagmaktan uzak-
nrlar. Daha sonra Wiles'in  stiren ug-
ragilan simsineda hirden su malum gim-
ek gakar ve 6 Ekim'de fig meslek-
tagina tmambanmig ispatine gondenr,
1995 yilinda “Taylor'in, Wiles'in ispan
fizerine verdidi konferansin arcindan-
sd ghriinen o ki Fermat'nin Son
Teoremi fizennde artk ciddi highir
kugku kalmamigor.

Wiles, ispatini tamamluyip 350 yil-
lik problemin giziimiini ortaya koy-
dugunda 200 sayfalik bir kagit toman
vardir éntinde. Bu da elbere Fer-
mat'min boy kalmig ve sayfa kenanna
sifacak birispat degildic. Eh, ne de ol-
sa Fermat'mn her zaman bir hildigi
vardur!..

Hun Nazini Ogsiiylev
Rilkent Matematid '{'&p.’w&!.
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