Pythagoras, dik Gg¢genler igin
tanimladigi unlt dik kenariar-
hipotenus bagintisi, Gauss ise,
belli bir araliktaki tam sayilann
toplami icin buldugu pratik
yontem ile matematik tarihinde
kendine yer edinmis. Felix
Christian Klein'in en sevgili
bulugu ise biraz farkl... Klein,
bir matematik¢i icin fazla “elle
tutulur, gozle gérular”, bir
heykeltras icin fazla soyut
buluguyla, kendi adiyla anilan
unlu gisesiyle matematik tari-
hine gecmis. Klein sisesi son
yuzyildir cam zanaatkariarinin,
son birkag yildir da bilgisayarda
geometrik modelleme
merakhlarinin goézde oyuncak-
larindan...

Bir Matematik¢inin Sihirli Oyuncagi

Klein Sisesi

Felix Chnstan Klein, 25
Nisan 1849'da simdi Al-
manya, o zamanlar Prus-
va stirlanna dahil olan
Diisseldorf™ta dogmug
ve havam gizlerini
22 Haziran 1925'de,
Almanva'min  Goe-
tngen kentnde ka-
pamig., Klein, dokto-
1868 wvilinda,
villar bovu matema-

rasinm

tk ve fizik alanlann-
da  gahsma  yapug
Bonn Universitesi'nden
almig. Cesitli iiniversite-
lerde ogretim gorevhisi ola-
rak cabsmalarda bulundukran
sonra 1886 da kilrsii bagkanligina ka-
dar viikseldizi Goringen Universite-
si'ndeki ¢alismalanm Gliimiine kadar
siirdiirmiis.

Klein'in Gatringen Universitesi'nde
verlestirdifi arasuirma gelencékler, 1zle-
ven villarda, énde gelen maremaunksel
arasurma merkezler igin model olugtur-
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mus. Hafralik maremariksel
tartisma ctkinlikleri diizen-
leyen Klein, sadece ma-
rematik alanmindaki ki-
taplarla donatlmis bir
kitapliga sahip, “mu-
tematik okuma oda-
s1" da kurmus. Kle-
i, {inlii matematikgi
Hilbert'i de, Gortin-
gen'deki  aragtirma
arubuna daver ctmig.
Unlii Mathematische
Annalen dergisinin na-
mi, biraz da. Klein'in
matematik ve viinetim
konusundaki becerisinin bir
tiriinii, Klein'in bir arava getir-
digi editirler grubu sikga toplanmay
ve kararlan demokratik vintemlerle al-
mavi gelenek haline gerirmig, Klein'in
kendisini finlii eden ¢alismalars, Oklid-
digi geomern alaninda vapng, geomern
ile grup kurami arasindaki baglanulan
kuran ve fonksivonlar Kurann alaninda
meyveler sunan arastirmalan olmus.

Tuhaf Bir Sise

Klein'in popiiler matematik gizlii-
giivle bakildiginda en tnemli galismas:
finlii "Klein sisesi”. Az bir ¢abayla bir
cam atGlyesinde firenmi ger¢eklestinlebi-
lecek olsa du, glinliik yasamda bir isley
fistlenemevecck olan Klein sigesi, arnstik
bir hiblo olmanm éresinde ciddi bir mate-
matiksel defier tagivor. Klein sisesi her-
sevden dnce “topolojik™ bir nesne. Topo-
loji, geomerrik sekillerin bigimlen ve bo-
vutlarindan gok, birbirlerivle iligkilen,
bitkme, germe, gibi sekil deformasyonla-
rindan sonra da s degismez ozellik-

leriyle ilgilenen matematik dali. Soz geli-
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Klein sisesl, sozle anlatidiqunda akilda canlandinimasi gug, karmasik bir nesne. Minnesota Universitesi Geometr! Merkezi'ndeki
imatematikgiler ve bilgisayar programciari, bu tuhaf nesneyl herkesce aniasilabilir kilmak fcin, cesitli agdardan bakilmis, opak, yar
affaf, kales yapili ve seritlere bolanmusg saysiz bilgisayar gizimiyle bir de video animasyon kasedii haziriarmgiar.

mi, kare bigiminde kesilen bir yiizey yirt-
madan, delmeden ve vapiyurmadan bii-
Kiildiigii, esnetilip uzaoldig, ortasi sisinl-
diginde hile, topolojik anlamda degigmez
olan ozelliklerini korumakeadir,

Son yillarda bilgisavarda gostensli ge-
ometrik modelleme vontemlenni de so-
mitren matematikgiler, cisimleri ¢ekigu-
rip ters-yiiz ederek topolojik ¢aligmalar
yapivorlar, Topolojivle urasanlann en
wizde geometnk nesneleninden biri, bel-
ki de Klein sisesinden daha da popiiler
olant, Moebius seridi. Adini 1790-1868
villar arasinda yagayan iinlii matematikgi
A. I Moebius'dan alan bu senit, biraz da
M.C. Escher'in oldukga popiiler gizimler
savesinde epey linlenmig. Bir parga kagur,
vapistiner ve makas kullanarak iizerinde
cilenceli deneylere girigebileceginiz
Mocebius genidi, pek ¢ok dzelligivle, Klein
sisesinin yakm akrabast oldufunu kanithi-
yor. 20 ¢m civannda uzunluga ve 3-4 cm
geniglige sahip bir kagic pargasimin iki
ncunu 180 derece gevirdikten sonra birbi-
rine yapistrarak bir Moebius seridi elde
edebilirsiniz. Stzgelimi, geridin bir yiizii

Subiat 1997

kirmuzs, diger viizi yesil olsa idi, birlesme
noktasinda farkh renkler ug nca gelmig
olacakn. Moebius seridinin, Klein sisesiv-
le de ortak., en 6nemli Hzelligi, tek bir vii-
zii olusu. Escher’e de ilham veren takrigi
kullanarak, bir kannca oldufunuzu ve
Moebius sendi iizerinde viiridiigiiniizii
diigiiniin, Belli bir dogrultuda yiiriimevyi
siirdiirecek olursaniz, eninde sonunda se-
ridin her iki viiziinii de (ashinda tek) do-
lasmis olursunuz, Moebius seridini orra
ckseninden boylamasina keserseniz, bu
tuhaf dzelligi viiziinden, iki tane degil,
tek, dolanmug bir halka elde edersiniz.
Moebius sendivle oynamaya, vapignirma-
dan dnce 180 derece degil, 360 derece ge-
virerck veya orta cksen yerine kenara ya-
kin kesmeye kalkigarak devam edebilirsi-
niz. 360 derece gevirdiginizde, vani aymi
renkreki yilzevlen cakisoirarak kestiffiniz-
de sizi bir siirpriz beklivor...

Klein sisesi de, Moebius seridinin tu-
haf dzelliklerini tagiyan, tam anlamivla 3
boyutlu bir geomerrik nesne, Cogu sise-
nin bir i¢ bir de dis kismi tanmimlanabilir-
ken, Klein sisesinin tek bir viizii var; vani

igi-digt yonlen biraz tartismali. Bu tuhaf
sisenin hilesi, yiizevinin kendisivle kesi-
sivor olusu. Kesigim biiyiivil biraz bozu-
vorsa da, 3 bovutlu bir cisimde onleneme-
yen, ancik 4 boyutta tammilundifinda ¢o-
ziilebilen bir siireksizlik problemi bu.
Klein sisesinin, kendi givdesini delip
“igine” giren, oradan da “dibine” agilan
bir boynu var. Analitik geometrivle aras: »
ivi olanlar igin parametrik denklemleri
sovle verilebilir: v ve # 0 ile 2x arasinda
degisen parametreler olsun,

r=4(1-cosw)/2) IS€,

Beos) (1+sin{w))+rcosiv)cosi) Osw<a
=" lﬁcosh)(l =sin(«)) +recosf « ) T h =27
16sin(a) + r8in(u) cosi) D=w<x
-liﬁﬁm{ul mansly

== r8in(c)

Klcin gigesinin, kenarlarindan birbirine
tutturulmug iki Moebius sendinden firetil-
mis farklr bir uyarlamas daha var Figiie-8
adi verilen bu tip Klein gisesinin paramet-
rik denklemleri asaidaki gibi verilebilir:

AKX
-TET S
x = coafy) (¢ +sin(v)cosk /D) -sin(2u)sin(x/2) / 21'
v =8in{w) (7 +sin(r) cosl/ 2) - sin(2usin(s/2) /2)

== 8inn/ 2 sin(v) + cosi/ 2)sin(2c) / 2)
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Klein sisesinin Figiir-8 cegitlemesinin bir matematiksel modelleme programi yardimiyla elde edilmig iki gérantisd. Bu yazida verilen
parametrik denklemlerdeki a sabitine 2 dederi verildiginde soldaki, 1 dederi verildiginde sagdaki sekil elde ediliyor. Sagdaki sekilde

ayrica, geometrik nesnenin i¢ yhzinii de sergilemek amaciyla yizeyin bir kismm gikarnims.

Topolojik Eglence

Klein sigesinin tihaf dzelliklen sayi-
siz topoloji problemine oldugu kadar, sa-
nat vapitlanna, bulmacalara, ovunlara
harra siirlere ilham kaynag olmuy. Bilg-
isavarda matematiksel geometrik model-
leme merkezlerinin 6nde gelenlerinden
Minnesota Universitesi'ndeki Geometri
Merkezi'nin Internet savfalaninda, Klein
SISCSIne ait sayisiz resim, animiasyon ve
agiklamanin yami sira, bir de sarrang
programi bulmak olasi. Kenari olmayan
bir satrang tahrasina dénigtirilebilen,

taglanin birbirinin it tarafinda, bir yilze-
yin farkl (tubaf ama ashinda aymi) viizle-
rinde fist fiste durabildikleri satrang oyu-
nu ilging bir deneyim. Klein sisesini
kendine eglence edinenlerden bir bas-
kast, “bilimsel cam sigirici” Alan Bennet.
Klein sisesinin cesitlemelerini laboratu-
var malzemesi goriiniimiinde cam kaplar
iizennde deneyen Bennett, 18 ay siiren
deneme vamlma siirccinden sonra, 11
bitkiilme noktasi ve 5 tam tur igeren, ke-
narsiz, dolayisivla da tek viizlii bir sige
vapabilmig. Bennerr, “Ben bir bilim ada-
mi degilim, bilimsel bir cam sigiricivim.

Figlr-8 cesitiemesinin gegitli acilardan bakilarak olugturulmus gorunituleri. Son gorin-

tide bir parcamn ayirilmis o
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51, 8 bicimindeki kesili ortaya gikaryor,

Yapitlanm bilimsel Gnermelerle agikla-
vamam. Benim ugrasufim ve birgevier
basarabildigim: tasanm problemlern va-
ratmak ve deneyerek gozmek™ divor,

Herkesin evde deneylere giresebile-
cef bir Klein sisest ¢esitlemelerinden bi-
ri, viinden briilmiis bir bere olabilir, Diin-
va lizerinde Klein sisesi bigiminde rfil-
mils berelenn sayisiz merakhist var. Bere-
nizin i¢ ve g kisimlaring (bundan ne an-
hivorsamiz) farkh renklerde, 6riip, ters-viiz
ederek ilging sonuglar elde edebilirsiniz.
Yanina bir de Moehius seridi bigiminde
atkr eklevecek olursaniz topolojik bir kig-
hik takimimiz olur, Eldiven ile neler vapi-
labilecegini ise size hiakivoruz..,

Muzip matematik ogrencilerinin,
matemarik ddevlerini yapmamis olugla-
riny agiklamak i¢in uvdurup, Intemet
fizerinden vavdiklan bahaneler arasin-
dan bazt segmeler: “Yanlishikla bir tam
sayivi stfira béldiim ve odev kaftlanm
alev aldy; kitabima asimprotik olarak
vaklagabilivor ama dokunamiyvordum,
ddevimi gckmeceye kilitledim ama dor
bovutlu bir kipek gelip onu yedi; ddevi-
mi bir Klein gigesinin ‘igine’ koyduguma
yvemin edebilinnm, ama sabah kalkugim-
da orada degildi”, Bir baska matematik
oitrencisi Lauren Weinstein'in bir dzde-
visi Klein gisesinin tiim matematiksel.
edebi ve mizahi ithamim vt bir sekilde
dzetlivor: “Bir Rubik Kiiresi edindifim-
de onu nereye koyacagzin bilivorum:
Klein gigesinin ‘igine’.”
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