UCSUZ BUCAKSIZ SAYILAR KUMESINE
DEGISIK BiR SINIFLANDIRMA:

CEBIRSEL VE ASKIN
SAYILAR

Birkac dahiyi istisnadan sayarsak
matematik egitimi herkes icin say1 say-
makla baslar diyebiliriz. Sayilar, genel-
likle okul éncesi cagda ezberlenir. Ye-
ni bir dil 6grenmeye baslanildiginda
ilk birka¢ dersten biri sayilara ayrilir.
Matematik denince akla ilk sayilar ge-
lir ve hatta pek cogumuza gore mate-
matik sadece sayilarin etrafinda don-
mektedir. Matematiksel bir kuram tize-
rine yazilmis bir kitabin sayfalarini ce-
virmek bile matematigin sadece sayila-
rin etrafinda dénmedigini farketmeni-
ze yardimci olacaktir. Ama su da
yadsinamaz bir gercek ki, sayilar, ma-
tematigin 6nemli bir parcasi ve sadece
matematikcilerin degil, ttim insanhgin
ilgisini ceken cok ézel bir konu. Yal-
nizca asal sayilara olan ilgi bile bu fik-
ri desteklemeye yeterli.

Bir iki ti

Saymaya 6nce 1’den basladik: bir,
iki, Gg¢... Kim sifirdan baslar ki? Sifirin
sayma sayilarindan cok sonra bu-
lunmasina sasirmamak lazim.
Sonsuza uzayip giden bu kiime-
ye ‘sayma sayilar1’ adini verdik-
ten sonra sifiri da ekleyerek
‘dogal sayilar’ kiimesini olus-
turduk. Tabii bu kiime de in-
sanoglunun ihtiyaclarim kar-
silamaya yetmedi. Fazlasini
distindtigiimiz kadar eksigi-
ni de distinmemiz gerektigin-
den, sifirin 6ncesini yani nega-
tif sayillar1 da kiimemize ekle-
dik. Olusan kiimenin admi da
‘tamsayilar kiimesi’ koyduk. Sonu
gelmeyen istek ve ihtiyaclar sayilar
ktmesini alabildigine genisletti. Bu-
cuklular, ceyrekler derken rasyonel sa-
yilar da bir giin tarih sahnesine cikti.
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Pisagorcular ve
Irrasyoneller

Aksi ispatlanincaya dek biitlin sayi-
larin rasyonel oldugu, yani m ve n (n
sifirdan farkl) birer tam sayr olmak
tizere, m/n seklinde yazilabildigi zan-
nedilmis. Bu fikri 6zellikle giiclu bir
sekilde savunan Pisagor, tim sayilarin
rasyonel oldugunu mantik yoluyla is-
patlamaya calismissa da basarili olama-
mis. Dik kenarlar1 1 olan ikizkenar dik
licgene pisagor teoremi uygulaninca
elde edilen (hipotentis uzunlugu) V2,
pisagor okulu 6grencilerinin stiphelen-
mesine neden olmus. Hikayeye gore
Pisagorculardan Hippasus bu sayiyi
m/n seklinde ifade etmeye calisirken
asla oyle iki m ve n tamsayisi buluna-
mayacagini, yani saymin rasyonel ol-

Gergel Sayilar

madigini ispatlamis. Bu ¢alismasi Hip-
pasus’a pahaliya mal olmus, clinkd ir-
rasyonel sayilarin varligini bir ttrld ka-
bullenemeyen Pisagor, bu durumun
fazla yayilmamasi icin Hippasus'un de-
nizde bogularak 6ldirilmesi emrini
vermis. Tahmin edilecegi (izere kisa
vadeli bu ¢6zlim irrasyonellerin varligi-
nin yayilmasma engel olmaya yetme-
mis.

Daha Bitmedi

Irasyonellerle birlikte gercel (reel)
sayilar kiimesi tamamlaniyor. Yani bir
say1 dogrusu tizerindeki tiim noktala-
ra bir isim veriyoruz.

—d—

Lise 2’ye kadar olan matematik
egitimimiz boyunca karsimiza cikan
bu sayilar, emektar say1 dogrusunu
tlimiyle Orttiiginden, baska bir

sayl kiimesinin var oldugunu
dustinmeye gerek bile duy-

madik. Yeni bir tirtn ha-

yal glictimiizlin sinirlarini

irrasyoneller

Rasyoneller

zorlayacagr acikti. Dog-
rumuzda tek bir sayiya
bile yer kalmamisti, on-
lar1 nereye koyabilirdik
ki? Neye benziyorlardi
ya da hangi amaca hiz-
met ediyorlardi seklin-
deki sorular1 belki de du-
stinmeye firsatimiz olma-
dan kendileriyle bir giin
ansizin tanistirildik: Karma-
§1k (kompleks) sayilar. Amacg,
x” +1=0 §rneginde oldugu gi-
bi pek ¢ok denklemi ¢éziimsiiz bi-
rakmamakti. Karesi negatif olan hic-




bir gercel say1 olmadigindan bu denk-
lem ¢6ztimsiiz kaliyordu. Matematik-
ciler, “karesi negatif olan say1 gercel
degilse sanal olmali” dediler ve Ingi-
lizcesi ‘imaginary’ olan sanal kelime-
sinin bas harfini alarak, karesi -1 olan
i sayisini ortaya attilar: i° = —1. Artik
sayl dogrusu tek boyutlu olmaktan
cikmis, iki boyutlu bir uzay sekline
déniismistl ve bundan sonra her po-
linomun mutlaka en az bir koki ola-
cakt.

Cebirsel Sayilar

Bu yazimizda yeni bir say:1 tirin-
den bahsetmeyecegiz, ama mevcut sa-
y1 kiimemizi farkli bir tanim kullana-
rak siniflandiracagiz. Su an igin eli-
mizdeki bir say1 ya rasyonel ya da ir-
rasyonel; yani sirasiyla ya m/n
(n=0vemn€Z) seklinde yazila-
biliyor ya da yazilamiyor. Bu yeni si-
niflandirma igin bir tanim yazalim ve
onu saglayan sayilara yeni bir isim,
saglamayanlara farkli bir isim vere-
lim.

Tam katsayili bir polinomun

-1 =2
(ax"+a, x"" +a, ,x"" +..

n—

tax+a,, a,€Z 0<i=<n)

kéki seklinde yazilabilen sayilara ce-
birsel sayt denir. Hemen karmasik
sayl i’nin cebirsel oldugunu soyleye-
biliriz; ne de olsa kendisinin tanima
uygun x° +1=0 polinomunun kékii
olarak dogdugunu az énce belirttik.
Hatta tim rasyonel sayilarin da birer
cebirsel say1 oldugu acikca gortilebi-
lir. Her rasyonel say1r tanim geregi
m/n  seklinde yazilabilir  ve
nx —m =0 polinomunun bir koki-
ddr. Burada dikkati ceken bir 6zellik
de, rasyonellerin birinci dereceden
bir polinomun kéki olarak yazilabilir
olmasi. Koki olarak yazilabildigi en
kiictik katsayili polinomun derecesi,
ayni zamanda cebirsel sayinin derece-
sini belirtir. Bu anlamda derece, ayirt
edici bir 6zelliktir. Ornegin rasyonel
sayilar birinci dereceden cebirsel sa-
yilardir. Irrasyonellik ézelligiyle mes-
hur olan V2,v5,4/7 gibi kok icindeki
asallar da, ikinci dereff;denvcebirsel
sayilardir. S6z gelimi V2, x -=2=0
polinomunun kékiiddr; daha kicik
katsayili bir polinomun koki olarak
ifade edilemez. Rasyonel sayilarin ta-
maminin ve irrasyonellerin bir kismi-

nin bu kiimeye dahil olduguna tanik
olduktan sonra akla gelen en dogal
soru su: cebirsel olmayan sayilar var
mi?

Askin Sayilar

“Cebirsel olmayan sayilara askin
sayilar denir” tanimi hazirdi ve isin
en kolay kismiydi. Askin sayilarin va-
roldugu da sezilmekteydi. Problemin
en zor kismi, boyle bir sayiyr somut
olarak ortaya cikarmak ‘iste bu bir as-
kin sayidir’ demekti. Bu konuda en
btliytik stipheyi tizerlerine ceken iki
sayl ¢ ve T olmasina karsin, strpriz
bir sekilde askin oldugu ispatlanan
ilk say1 onlardan biri degildi. 1844’de
Joseph Liouville askin sayilarin ka-
rakteristik 6zellikleri (izerine verdigi
temel bir teoremle Liouville sabiti ola-
rak anilan ve n! inci ondalik basamak-
ta 1, kalan basamaklarda 0 alan su as-
kin sayiy1 matematige kazandirdi:

o

2 ,1100010000000000000000010000...

l
e ve mnin askinhigr sirasiyla
1873’de Charles Hermite ve 1882’de
Ferdinand von Lindemann tarafindan
ispatlandi.

Hangisi Daha Buytk?

Aslinda burada akillara takilmasi
beklenen baska bir soru daha var: Ce-
birsel sayilar kiimesinin mi yoksa as-
kin sayilar kiimesinin mi eleman sayi-
st daha fazla? Askin sayilara iligskin
ornekler az oldugundan midir bilin-
mez, ilk bakista bu kiimenin daha k-
¢k oldugu ddsdndldr. Oysa, askin
sayilarin miktar1 cebirsel sayilardan
daha fazladir. Elimizdeki kiimelerin
ikisi de sonsuz miktarda eleman icer-
diginden, biri digerinden su kadar
fazla seklinde bir karsilastirma bekle-
meyin. Bu konuya 1s1k tutan George
Cantor’un yaptig1 calismayi1 basit bir
dille soyle 6zetleyebiliriz: Oncelikle
gercel sayilarin miktar1 tam sayilar-
dan fazladir. Clinkd ilki sayilamayan,
ikincisi de sayilabilen bir kiimedir.
Cebirsel sayilar, sayilabilir bir kiime-
dir ctinkt tam katsayilarla olusturul-
dugundan tam sayilarla birebir esle-
nebilir. Bu da gercel sayilardan cebir-
selleri ayirinca geriye kalan askin sa-
yilar kiimesinin sayillamaz olmasini

gerektirir. Aksi takdirde, gercel sayi-
lar kiimesinin sayilabilir oldugu so-
nucuna variriz; ki, bu da bir celiski-
dir.

Baska Askin Sayilar

Hakkinda ¢ok sey yazdigimiz askin
sayilardan sadece 3 tanesini 6rnek ver-
mek olmaz! Ger¢i matematik diinyasi
da askin sayilar konusunda uzunca bir
stire kithik cekti ta ki 1934’te Alek-
sandr Gelfond ve Theodor Schneider
isimli matematikgiler Hibert’in 7. prob-
lemini birbirinden bagimsiz olarak ¢éz-
meyi basarana dek:

|
a; 0 ve I’den farkli cebirsel bir sa-

y1 ve b cebirsel ve irrasyonel bir sa-
y1 ise ab askin bir sayidir

Bu teoremle siz de kendi favori as-
k1n saymnizi Uretebilirsiniz. Ornegin
2V askin bir sayidir ¢linkd istendigi
gibi 2; 0 ve 1’den farkli cebirsel bir sa-
\/_L de cebirsel ve 1rrasy0nel bir sa-
y1d1r. Bu teorem 1s18inda €” 'nin de tin-
1t Euler formdld kullanilarak askin ol-
dugu gosterilebilir:

1
€T +1=0¢" =-1' =" =(-1)"

Simdi €" yerine onun esitligi olan
(-1)yi degerlendirebiliriz: -1, 0 ve
1’den farkli cebirsel bir sayi, -i de ce-
birsel ve irrasyonel bir sayr oldugun-
dan €" askin bir sayidir.

Geriye déntip séyle bir bakarsak bu
yontemle tiim sayilardan ziyade, sade-
ce irrasyonel sayilar1 siniflandirdigimi-
z1 gorebiliriz. Clinkd tim rasyoneller
ve bazi irrasyoneller, cebirseldir. Geri-
ye kalan, ama hald cogunlugu olustu-
ran irrasyonel sayilar pek cok gizemi
icinde barindiran ve sayi kuramcila-
rinin en biiylik gézdelerinden biri olan
askin sayilardir. Iki cebirsel saymnin
toplami, farki ya da bélimd de cebir-
seldir. Ama benzer bir ifadeyi askin sa-
yilar icin heniiz sbyleyemiyoruz. Bu
nedenle .7, me ya da 7+ e’nin askin
olup olmadiklar1 simdilik bilinmemek-
le birlikte daha pek c¢ok bilinmeyeni
icinde barindiran askin sayilarin gele-
cek yillarda oldukca ilerleme kaydede-
cegi bekleniyor.

Niltifer Karadag
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Bere B wlisirn Lar

Goldbach Onermesinin
Ispati

Bilim ve Teknik Dergisi'ni elim-
den geldigince takip etmeye calisan
birisiyim. Bilim ve Teknik Temmuz
2005 sayisini da aldim. Matematige
merakli bir gen¢ oldugumdan, mate-
matik ile ilgili kisimlari okurum ilk
once dergiden. Ve bu sayida sdyle bir
seyden bahsetmissiniz:

“Haziran 1742’de Goldbach, Eu-
ler’e yazdig1 bir mektupta “2’den bt-
yik her cift sayi, iki asal sayinin topla-
mi seklinde ifade edilebilir” 6nermesi-
nin, ya dogru oldugunu ispatlamasini
ya da bunu saglamayan bir 6rnek gos-
tererek yanlis oldugunu ispatlamasini
istemistir. Bugiine kadar bu ifadenin
tersti bir 6rnek bulan olmadiysa da
onu ispatlayan da hentiz ¢ikmadi.”

Ben kendi capimda birseyler yap-
tim. Derin bir matematik bilgisine sa-
hip olmadigimdan, bu yaptiklarimi
degerlendirmenizi rica ederim.

Saygilarla,

Erdal imamoglu

Cift say1 = cift say1 + ¢ift say1 ya da
cift say1 = tek say1 + tek say1

2 hem asal hem de cift sayidir ve
diger buttin asal sayilar tek sayidir.

Sayilar kiimesine olan ilgiyi uzak-
larda aramaya gerek yok! Dergimize
gelen mektuplari okumak bize yeti-
yor. Sizlerden gelen pek cok mektup
ozellikle asal sayilar (izerine yazilmis.
Biz, iclerinden birinden gercek bir bu-
lusun cikacagina dair umutluyuz.
Ama sunu da belirtmekte fayda var ki
daha cok calismamiz gerekiyor. Ozel-
likle matematiksel ispatin nasil yapil-
digina dair, daha cok bilgi edinmeli-
yiz. Takdir edersiniz ki yontemini tam
olarak 6grenmeden bir problemi ¢6z-
meye calismak kisiye oldukca zaman
kaybettirir. Biz de ileriki yazilarimiz-
dan birini ispat teknikleri konusuna
ayirarak sizlere yardimci olmaya cali-
sacagimiza dair s6z veriyoruz.

Oncelikle Erdal arkadasimiza calis-
masini bizimle paylastigi icin tesekkiir
ediyor, matematik alaninda calismala-
rin1 devam ettirmesini tavsiye ediyo-
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Her cift say1 kendisinden kiiciik
iki tek sayinin toplami biciminde ya-
zilabilir.

(4=2+2 ve 6=3+3 Onermeye uy-
gundur.)

6’ dan biytk cift sayilar icin,

2n=(n-a)+(n+a)

n tek ise a cift, n cift ise a tek sa-
y1 ve n>a, n>3

2n sayisindan kiiciik tek sayilar
kiimesi = {n-a*,n-a”’,..,n-a, n
+a,..,n+a’, n+at}

Yani, 2n sayisindan kictik biittin
pozitif tek sayilar bu kiimenin birer
elemanidir.

O halde, 2n sayisindan kiictik en
az iki tane asal sayr bu kiimenin bi-
rer elemanidir.

Ve asal olan her (n-a) sayisina kar-
silik gelen bir (n+a) sayisi da vardir.
Cunkt, bu iki asal saymin aritmetik
ortasi n sayisidir.

(n-a) ve (n+a) asal say1, bu asal sa-
yilarin artimetik ortasi n, bu asal sa-
yilarin toplami 27 olur.

(4=2+2, ve 6=3+3 toplamlarinin
onermeye uygun oldugunu kabul et-
mistik)

O halde; 2’den biiytik her cift sa-
y1, iki asal saymin toplami seklinde
ifade edilebilir.

ruz. Ornegin Fermat'nin son teoremi-
ni ¢6zen Andrew Wiles’in sadece bir
teoremi ispatlamak icin 30 yilin1 ayir-
digin1 distintrsek, calismanin ve bilgi
birikiminin bu isin en 6nemli anahtar-
larindan biri oldugunu rahatlikla far-
kedebiliriz.

S
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Ispat 6nce kendinizi sonra kars:-
nizdaki insanlari, ortaya attiginiz te-
zin dogru olduguna dair inandirma
yontemidir ve unutmayin, kendinizi

gercekten inandiramazsaniz yani ici-
nizde bir stiphe dahi kalirsa karsiniz-
dakini inandirmaniz pek mimkiin ol-
mayacaktir. Erdal arkadasimiz yaptigi
ispatta okuyucularimizin genelde diis-
tigl hataya dismdis, ispatlayacag ifa-
deyi dogru olarak kabul etmis. Aslin-
da bu, sik yapilan genel bir hata. Is-
patlar bazen 6yle icinden c¢ikilmaz bir
hal aliyor ki 6nermenizi dogru kabul
edip devam ettiginizin farkina bile
varmiyorsunuz.
2n=(mn-a)+(n+a)

2n sayisindan kticiik tek sayilar ku-
mesine bir érnekle bakalim:

16 icin bu kame: {1,3,5,7,9,11,13,15}
seklinde olacaktir. Burada istendigi
gibi 1+15, 3+13, 5+11, 7+9 hep 16’y1
veriyor. Erdal arkadasimiz buradan
sonra ispata:

“O halde, 2n sayisindan kiictik en
az iki tane asal say: bu kiimenin bi-
rer elemanudir.

Ve asal olan her (n-a) sayisina
karsilik gelen bir (n+a) sayist da var-
dir” diyerek devam etmis ama 2n’i ya
da 16’y1 olusturmak icin topladigr iki
sayinin sadece tek sayr oldugunu be-
lirtmis, onlarin asal olduguna iliskin
bir calisma yapmamis. Birisinin asal
oldugu kesin olsa bile, toplanan diger
sayinin da asal olduguna dair elde ke-
sin bir bulgu yok. Bu da dogrulugunu
gosterecegi ifadeyi dogru kabul etme-
si anlamina geldigi icin, ispatin ¢okti-
gU nokta oluyor.

Bazen bir ifade cok inandiric1 go-
ziikebilir. Matematik¢i olmanin yolu
biraz stipheci olmaktan geciyor. Her
duydugunuza, gordigiiniize inanma-
yin ve satir aralarini okumak icin ken-
dinize firsat taniymn. Iste o zaman ma-
tematigin insan beynine sagladig1 ola-
naklardan faydalanma sansi bulabilir,
hayatta karsilastiginiz pek cok proble-
mi dogru ya da en azindan uzun vade-
li olarak ¢ozebilirziniz.

Niltfer Karadag

karadagnilufer@yahoo.com
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