ASAL SAYI TEOREMI

VE ONCESI

Artik kalemi kagidi bir kenara birakin
ve asal sayilara cebirsel bir formil aramak-
tan vazgecin. Ciinkd hi¢ bir polinomun si-
rekli asal say1 tiretemeyecegi ispatlandi bile!
Ama bu hevesinizi kirmasin ¢linki asal say:-
lar hentiz cevabi verilmemis ve ifadeleri ba-
sit pek ¢ok sorunun bulundugu kocaman bir
dtinya. 2500 yildir yani insanlar say1 sayma-
ya basladigindan itibaren tarih sahnesinde
yer alan asal sayilar o giinden beri sayilar
kuraminin gézdesi olan bir konu. Kapsamin-
da insanlig1 pesinden kosturan, zaman gec-
tikce cevaplanan, cevaplandik¢ca da yerini
baska sorulara birakan pek cok problem var.
Peki “kendinden ve I’den baska pozitif bo-
leni olmayan, 1’den biiyiik tam sayilara
asal sayt denir” tanimi nasil oluyor da bu
kadar kocaman bir diinya yaratabiliyor? Bu-
nu anlamanin tek yolu kapiyi biraz aralayip
asal sayilar diinyasina bir gezinti yapmaktan
geciyor. Dikkatli olun siz de kendinizi bir
asal say1 problemi ile ugrasirken bulabilirsi-
niz. Clnkd birazdan karsiniza hala cevap-
lanmay1 bekleyen pek cok soru cikacak.
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Tarihte Kisa Bir Gezinti

Yizyillardir tizerinde ugrasilan bir konu
olmasma ragmen 17. yiizyila kadar asal sayi-
lar tarihinde soylenecek cok bir séz yok. On-
celikle genis bir sekilde antik yunanllar tara-
findan calisilan kuram, Pisagor okulunun sa-
yilarin numerik 6zelliklerinde gizem arayan
matematikgileri tarafindan ilerletildi. Miikem-
mel ve dost sayilar tanimlanip tizerine dusu-
niilmeye baslandi. Miikemmel say1 kendisi ha-
ricindeki tim carpanlarinin toplami kendisini
veren sayidir. Ornegin 6 bir mitkemmel sayi-
dir ctinkt kendisi haricindeki carpanlar1 yani
1, 2 ve 3 toplaninca kendisini verir: 1+2+3=6.
Dost sayilara 6rnek ise 220 ve 284. Bu sayila-
rin da kendileri haricindeki tim carpanlari-
nin toplamlar birbirlerini verir.

Kac Asal Vardir?

O caglarda insanlarin kafasini en ¢ok kur-
calayan konu kac tane asal sayr oldugu idi.
Hatta en cok sonsuz tane olup olmadiklari me-
rak ediliyordu. Sonralar, M.0O. 300 civarlarmn-

da Oklid bu tartismalar1 sona erdirmek adina
matematik tarihinin en eski ve zarif ispatlarin-
dan birisini vererek “sonsuz fane asal say:
vardir” kestirimini ispatladi. Ayni zamanda
Oklid’in bu calismast sikligiyla da bugtin hala
celiski ile ispat 6rneklerinin gozdelerindendir.
Oklid mitkemmel sayilar konusuna da katkida
bulunup “27 - 1 asal ise 271(27 - 1) bir miikem-
mel sayidir” ifadesinin ispatini verdi. Euler’in
1747°de ispatladigi “her miikemmel cift say1
2m1(2n - 1) bicimdedir” ifadesiyle bu sayilar,
tizerlerindeki ilgiyi miikemmel tek sayilara
kaptirdilar. Ciinkti bugtin ne bir mtikemmel
tek say1 bulunabildi ne de béyle bir sayinin va-
rolmadig1 ispatlanabildi. Bilinen su ki, boyle
bir say1 varsa 10300'den biiyiikttr diger bir de-
yisle 300’den fazla basamaga sahiptir.

Eratosthenes’in kalburu

Oklid’in ardindan Yunanli Eratosthenes
M.0. 200 swralarinda kendi admi verdigi bir
algoritma ile asal sayilari listelemeye calisti.
Bu algoritma icin su teoremi kullaniriz.

“d bilesik (asal olmayan) bir sayi olsun, o
zaman d’nin hichir asal carpani  Vd’den bii-
yiik olamaz”

Ornegin 64’den kiictik asallart mi listele-
veceksiniz. V64=8 oyleyse asal carpanlar:
2,3,5 ve 7 olabilir. 1’den 64’e kadar olan sayi-
lar1 yazin ve bu dort sayinin katlarmm tsti-
nu ¢izin geriye 64’den kiictik asallar kalacak-
tir. Clinki teoreme gore 64 ve 64’den kiictik
sayilar ancak 2,3,5 ve 7 asal ¢arpanlarina sa-
hip olabilir; degilse de zaten asaldir. Eleme
yontemi kullanildigi igin bu yonteme Eratost-
henes’in kalburu adi verilir.

Eratosthenes'in Kalbur




Karanlik Yillar...

Tlginctir ki ilgiyi stirekli tizerinde tutabi-
len bir konu olmasina ragmen 17. ytizyila ka-
dar asallar cephesinde pek bir gelisme olmadi.
Matematikcilerin karanlik yillar adini verdikle-
ri ve bilgisayarin hayalinin bile kurulamadigi
bu yillarda asal sayilarla ugrasmak biraz zor,
biraz da hatalarla dolu oldu. Dogru oldugu
dustintlen sanilar ortaya atildi ama bunlarin
yanlis oldugunun anlasilmasi yillar hatta ytiz-
yillar aldi. Ornegin insanlar bir stire n2 - n +
41 polinomunun daima asal say1 tireten bir
formtil olduguna inandilar ve asallara karst
hakli bir zafer kazandiklarini dtstinerek bir
stire de olsa rahat uyku uyudular ta ki birisi-
nin aklina formile 41 koymak gelene kadar.
0 ve 40 arasi n degerleri icin stirekli asal tire-
ten bu formiil 41°de acikca goriltyor ki 412
halini alarak asal bir deger vermiyor. Bugtin
cevabi aranan diger bir soru da su: acaba bu
ve bunun gibi 0 < n <79 icin stirekli asal ve-
ren n%-79 n + 1601 formiili verilen n de-
gerleri icin sonsuz tane asal say: tiretebilir mi?

Fermat Asallari

17. ylizyillda amat6r matematik¢i tinvani
ile bilinen Fermat asal sayilar konusuna olduk-
ca 6nemli katkilarda bulundu. Bu katkilar ara-
sinda dogru oldugunu iddia edip ispatlayama-

dig1 kestirimler de vardi. Ornegin 2* +1 bici-
mindeki sayilarin her n dogal sayisi icin bir
asal verdigini iddia etti. Bu bicimdeki sayilara
Fermat sayilari asal olanlara da Fermat asalla-
r1 denir. Gercekten de 5’e kadar tiim dogal sa-
yilar icin asal deger veren ifadenin yanlis oldu-
gu ancak 100 yildan fazla zaman sonra anlasi-
labildi. n=5 icin 232 + 1 = 4294967297 sayisi-
nin 641 ile bélindtgiiniin farkina varansa yi-
ne Euler oldu. Bugtin ispati yapilmas: bekle-
nen 6nermelerden bir digeriyse “Fermat asalla-
r1 sonlu tanedir” kestirimi. Bu ifadenin en gtic-
It gerekcesiyse simdiye kadar sadece 5 tane
Fermat asalinin bulunmasidir(0 <n <4)

Mersenne sayilari

Fermat'in sikca fikir alisverisinde bulundu-
gu cagdasi Mersenne de 27 - 1 seklindeki sayi-
lar tizerinde calistyordu. Mersenne sayilari (M)
ad1 verilen bu sayilarin baslangicta n asal oldu-
gunda asal deger verdigi distniildi. Gercekten
de n=11"e kadar dogru calisan fikir 11’de asal
olmayan bir deger alinca bu diistincenin de yan-
lis oldugu anlasilabildi ama 27 - 1'in asal olma-
s1 icin n'nin asal olmasi gerektigi sarti dogru-
dur. Yine de matematikgiler bu sayilarin pesini
birakmadi. Sonsuz tane olup olmadiklar1 hala
merak edilen Mersenne sayilarinin 41.si gegtigi-
miz Mayis aymnda elde edildi. Sonugsa
224.036:583.] seklinde 7 235 233 basamakli bir
sayl!

Analitik Sayilar Kurami

18. yiizyila gelindiginde Euler asal sayi
calismalarina hiz verecek ¢ok 6nemli bir nok-
tay1 fark etti. Yeni yeni ortaya cikip gelisen

analiz dalinin drettigi yontemler (limit-tiirev-
integral) sayilar kuraminda kullanilabilirdi.
Boylece Analitik Sayilar Kurami adi verilen
matematik dal gelismeye koyuldu. Asallara
iliskin bilgilerin glin 1s18ina ¢ikmasinda stip-
hesiz sonsuz ktictikler hesabinin katkisi ve
kazandirdigr hiz géz ardi edilemez. Belki de
kimi sorularm cevaplarinin hala bulunmama-
s1, tekniklerin yeterli olmamasindan kaynak-
laniyordu.

Goldbach Kestirimi

1742’de Goldbach, Euler’e yazdigr bir
mektupta “2’den buiytik her cift sayi, iki asal
sayinin toplami seklinde ifade edilebilir” 6ner-
mesinin, ya dogru oldugunu ispatlamasini ya
da bunu saglamayan bir O6rnek gostererek
yanlis oldugunu ispatlamasini istedi. Gold-
bach kestirimi olarak bilinen bu hipotezle
asal sayilar diinyasina yeni bir heyecan geldi.
2’den baslayarak her cift saytya 3 sayisi (ki bu
bir asal say1) ekleyerek tek sayilar kiimesi el-
de edilebildigine gore (6rnegin:5=2+3; 7=4+3;
9=6+3...) her cift say1 2 asal sayinin toplami
ise her tek say1 da 3 asal saymin toplamidir
denilebilir. Bu ifade de zayif (ya da tek) Gold-
bach kestirimi olarak bilinir. Uzerinden 250
yil gecmesine ragmen hala ispatlanamayan
bu iki ifadeden tek sayilarla ilgili olani olduk-
ca yol kat etmistir.

Daginik Asallarda bir
Diizen

Matematikte 6zellikle dogal sayilarla ¢ali-
sirken bir genelleme yapmak isterseniz 6nce
elinizdeki iglemin ilk birka¢ 6rnek igin nasil
sonuclar verdigine bakar sonra bunlardaki
benzerlikleri kullanarak geneleme yoluna gi-
dersiniz. Sayet sanliysaniz formtl hemen goz
kirpiverir. Son olarak da bu iddiay ispatlama-
ya calisirsiniz. Ama ugrastiginiz, asal sayilar
gibi daginik, diizeni olmayan, genellemeye
vurulmay: asla sevmeyen bir konuysa isiniz
biraz zordur, aritmetik kurallar yeterli olma-
yabilir. Ortaya ciktiklarindan beri akillari
mesgul eden “verilen bir sayidan kiiciik kag
tane asal say1 vardir” sorusu bu dagmiklik ne-
deniyle cevaplanmasi kolay bir soru degildir.
10’dan kiictik 4 asal; 100’den kiiciik 25 asal;
10000’den kiictik 168 asal vardir. Daha da il-
ginci 10000000’den 100 say1 6ncesine kadar
9 asala rastlarsiniz, oysa ki 10000000’den
100 sonrasma geldiginizde sadece 2 asal sa-
yabilmissinizdir. Kim bilir belki bu diizensiz-
likte de bir dtizen vardir?

Bir Dabhi...

Bilim diinyasinda adi dahiler listesinde
yer alan Carl Friedrich Gauss'un yaklasik
3000000 asal sayip bunlarin tablosunu yapti-
g1 bilinir. Gauss kademe kademe 102,000’den
kiictik asallarin miktarlarini listeledigi tablo-
da asal sayilarin dagilimini iliskin bir diizen
fark ettiginde hentiz sadece 15 yasindayd.
Ad1 gecen bu diizeni anlayabilmek i¢in konu-
ya biraz daha yakindan bakalim:

Matematikciler 7 (x) fonksiyonunu x sayi-
sina esit ve ondan kiiciik asallarin miktari ola-
rak matematige tanistirdilar. Gauss yaptigi ca-
lismada x ile 7 (x) arasindaki orami inceledi:

X x/ 7w (x) | log (x)
10 25 253
100 4,0 4,6
1000 6,0 6,9
10000 8,1 9,2
100000 | 104 11,5

Tablonun yorumu soyleydi: ilk 10 sayida
her 2,5 sayidan 1’i asalken, ilk 100 sayida her
4 tanesinden 1’i asaldi. Burada cevaplanmasi
gereken soru 2,5 -4 - 6-8,1-10,4 diye ar-
tis gosteren bu sayilarin x ile arasinda nasil
bir iligki vardi? 15 yasinda bu sayilar arasin-
daki baglantinin x sayisinin e tabanindaki lo-
garitmasiyla benzerlik gosterdigini fark ede-
bilen bir insanin dahi Ginvanini almasindan
dogal bir sey olmasa gerek. Gauss’un soyledi-
8i; verilen bir n sayisidan kiictik asallarin mik-
tar1 yaklasik n/log(n) kadardir ve say1 biiyt-
diikce bu yaklasim daha az hata verecektir.
Fakat Gauss bu calismasini hi¢ yayinlamadi.
Birkag yil sonra Fransiz matematik¢i Adrien
Marie Legendre bu hipotezi ortaya atti ama
kendisi de ispatin1 yapmadi.

Asal Say1 Teoremi

lim x(z) / ﬁ =1

Legendre’nin verdigi hipotez teorem ola-
bilmek icin 100 yil bekledi. 1896’da ayr1 ayri
C. de la Vallee Poussin ve Jacques Hadamard
tarafindan ispati verilen teoremin sayilar ku-
ramindaki en 6nemli gelismelerden birisi ol-
dugu herhalde “asal say1 teoremi” adini alma-
sindan da anlasiliyor.

Daha Verimli
Yaklasimlar

Matematikciler bundan sonra daha yakin
sonug veren yaklagimlar tizerine ¢alisti. Yak-
lasimlar gelistirildik¢e formiil de bir o kadar
genisledi. Ornegin

R(n) = 1+ ek ) 1/pehey) (log n)k /iy

Buradaki Riemann Zeta Fonksiyonu ifa-
deeden {(z) =1+ 1/22+ 1/32+ 1/42+ ..
seklindedir.

Asal sayilara iliskin bilgiler burada sona
ermedigi gibi daha bahsetmedigimiz pek cok
tinlii kestirim de var. Ornegin n2 ve (n+1)2
arasinda daima bir asal var midir? Ya da ikiz
asallar yani aralarindaki fark 2 olan asallar
sonsuz tane midir? Gibi pek cok soru cevap-
lanmay1 beklemektedir. Insanlarin yiizyillardir
herhangi bir karsilik beklemeden ugrastigi
asallarin 20. ytizyilda nasil gelismeler kaydet-
tigini bir sonraki sayimiza birakiyoruz. Asal
sayilarin teknolojiye sundugu uygulamalar1 da
yine bir sonra ki yazimizda bulabilirsiniz.
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