MATEMATIKTE CIZGE KURAMI - 11

RAMSEY KURAMI VE
RAMSEY SAYILARI

iki kardes anne ve babalarini tatile
gonderdikten sonra evde 6 kisilik ufak
bir parti yapmaya karar verirler. Fakat
aralarinda bir anlasmazlik ¢ikar. Kar-
deslerden btiytik olani ¢cagiracaklar ki-
silerin hepsinin birbirini tanimasindan
yanadir. Béylece daha samimi ve eg-
lenceli bir ortam yaratabilirler. Oteyan-
dan kiiciik kardes birbirini hi¢ tanima-
yan arkadaslar davet etmek niyetinde-
dir. Bu sayede herkes yeni arkadaslar
edinip cevresini genisletme firsati bu-
lur. Biiytk kardes ‘ben biiytigiim be-
nim dedigim olsun’ dese de kiiciik kar-
desinin ailesine haber verme tehtidini
goze alamaz. Uzun tartismalarin so-
nunda bir anlagmaya varan kardesler
cagiracaklart kisileri kura yolu ile be-
lirlemeye karar verir. Sonuc olarak
rastgele secilmis 6 davetlinin olustur-
dugu bir parti diizenlemeye koyulur-

¢6ziimtn ne oldugunu belirlemektir.
Bunun en poptiler 6rneklerinden biri
dort renk teoremidir. 1852’de matema-
tik¢i Francis Guthrie, tlkelerin bulun-
dugu bir haritayr boyarken 4 rengin
yeterli oldugunu farkeder ve ‘acaba
dizlemde ¢izilmis herhangi bir harita-
y1 (komsu iki tilke ayni renkte olmaya-
cak sekilde) boyamak icin her zaman 4
renk yeterli olur mu’ sorusunu giinde-
me getirir. Zamanin matematikcileri
arasinda dolasan ve bir tirli ¢6ziime
kavusamayan bu problem o giinden
sonra uzun bir stlire ¢coztilemeyen soru-
lar listesini mesgul etti. En sonunda
1977’de Appel ve Haken’in bir parca-
sinda bilgisayar yardimi kullandiklari
ispat gosteriyordu ki gercekten de na-
sil bir harita ¢izerseniz ¢izin, onu en
fazla do6rt renk kullanarak renklendire-
bileceginiz bir yol vardir!

lar. Bu partide kac kisinin birbirini ta-
niyacadl ya da tanimayacagi hakkinda
kesin olarak ne soylenebilir dersiniz?

Dé6rt Renk Teoremi
Matematikgiler kesin bilgiler ver-
mekten hoslanir. Adina teorem dedik-
leri bu bilgilerin kesinligini verdikleri
ispatlarla garanti ederler. Yine mate-
matikgilerin ilgilendikleri diger bir ko-
nu da her duruma uyan en ekonomik
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En Az!

20. ylzyilin ilk yarisinda yasamis
olan ve 26 yasinda hayatini kaybeden
Ingiliz matematikci Frank Ramsey, adi-
ni tasiyan ve ‘bir yapida belirlenmis bir
6zelligin var olmast icin en az kag ele-
man kullanilmasi yeterlidir’ sorusunu
temel alan bir teori gelistirmistir. Bu
ifadeyi “bir isi garantiye almak icin en
az kac eleman kullanmak yeterlidir”
sekline dontstlrdrsek isimize yaraya-

bilir. Clinkt bizim de merak ettigimiz,
iki kardesin diizenledigi partiye gelen
6 konuktan en az kacinin birbirini ta-
nidigr ya da tanimadiginin garanti edi-
lebilecegi meselesidir.

3 Kisi Garanti!

Bu iki kardesin yaptiklar partide ya
birbirini karsilikli taniyan ya da tani-
mayan 3 kisi bulunacagi garantidir.
Hatta bunu kesin kilabilmek i¢in en az
6 kisilik bir parti yapmak gereklidir.
So6zgelimi 5 kisilik bir partide boyle bir
iliskiyi garanti edemezsiniz. Buna
uyan durumlar bulunabilir. 5 tane bir-
birini taniyan kisi ¢cagirirsaniz birbirini
taniyan 3 kisi zaten olacaktir. Ama he-
def her 6rnegi kapsayan minimum sa-
yiy1 bulmak oldugundan 5 aranan say1
degildir. 4 renk problemi icin de ben-
zer bir mantik kurulabilir. Ornegin 2
renkle boyayabileceginiz haritalar da
vardir ama 4 renk, her gesit haritayi
boyamaya yeterli en kiictik sayidir, 5
veya daha fazla boyaya ihtiyac duyul-
mayacagi garanti edilmektedir.

iki renkle boyanabilen bir harita

Tanismak ya da
Tanismamak

Inanmasi zor gelse de bazi somut
durumlarin soyutlanmisg halini anla-
mak daha kolay oluyor. Kimin tanisip
kimin tanismadigi derken parti hakkin-
da kafalar biraz karisti. Bu parti mese-
lesini cizge ile modelleyince aslinda
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Ornegin bu rasgele cizilmis cizgemizde sadece B, D, C kisileri karsilikli birbirlerini taniyorlar. Yani sadece bir
adet licgen bulabiliyoruz.

Ramsey’in ne demek istedigini daha iyi
anlayabiliriz. Burada ufak bir hile ya-
pip daha once (ilk sayimizda) ¢izdigi-
miz modellerden farkli bir ¢izge ¢ize-
cegiz: 6 kisi i¢in 6 kose noktamiz ol-
sun ve kisilerin birbiri ile olan iliskile-
ri icin de cizgileri kullanalim. Digerle-
rinden farkli durum su ki, iki kisi ara-
sindaki iliski (yani iki kése arasindaki
kenar cizgisi) karsimiza iki sekilde ¢i-
kiyor: tanismak ya da tanismamak. Bu
problemin tstesinden ufak bir hileyle
gelebiliriz. Tanisik olan kisileri kirmizi
tanisik olmayanlar1 da mavi cizgi ile
birlestirelim ve adi gecen problemi so-
yut bir dille tekrar yazalim!

Uc kisinin birbirini karsilikli olarak
tanimasi ya da tanimamasi demek olus-
turdugumuz seklin i¢inde 3 kenar1 da
tamamen mavi veya kirmizi bir d¢gen
bulabilip bulamayacagimizi sorgulama-
mizdan baska bir sey degil! Yani 6 ko-
sesi olan bir tam cizge iki renkle rasge-
le boyandiginda, icerisinde her kenari
ayni renkte olan en az bir tiggen bulu-
nabilir mi? Problem, béyle bir goriintu-
ye buirtindiigii zaman da oldukca zarif
ve etkileyici degil mi?

Ramsey Sayilar

Ramsey kurami bu 6rnekle sinirh
degil elbette. Ornegin icinde 5 kisinin
birbirini karsikli tanidigi ya da 12 kisi-
nin tanimadigr bir partiyi garanti et
mek icin kag¢ davetli gerekir sorusu da
bu kuramin kapsami icinde yeraliyor.
Kisacasi herhangi iki degisken icin adi
gecen Ozellikleri saglayan bir say1 bu-
lunabiliyor. Iste béyle sayilara Ramsey
sayilar1 diyoruz. Bu kavrami daha res-
mi bir sekilde ifade etmek icin ¢izge
kuraminin birka¢ tanimina daha g6z
atmak gerekli.

Tanimlar
Eger bir cizgenin biittin kése nok-
talar1 birbiri ile yalniz ve ancak bir bag

yapiyorsa bunlara tam cizgeler diyoruz
ve kOse noktasi sayisina gore adlandi-
riyoruz. Ornegin K, n kdsesi olan tam
cizgenin gosterimi igin kullaniliyor.
Parti problemi icin cizdigimiz cizge de
bir ‘tam cizge’ ve 6 kisiye 6 kise nok-
tas1 kullandigimizdan Kg ile gosterili-
yor. Benzer sekilde Kj cizgesinin bir
ticgen belirttigi de agikca gorlebilir.
Bu tanimlara gére 6 kenarli ve iki
renkli bir dlizenli tam cizge cizilirse iki
renkten birinde mutlaka bir Kj (l¢-
gen) bulunur. Bu bir Ramsey sayisidir
ve gosterimi R(3,3)=6 ile yapilir. Ozet-
le herhangi pozitif say ikilisi (k,m) icin
Oyle bir Ramsey sayisi R(k,m) vardir ki
bu sayinin tam ¢izgesi iki renkle renk-
lendirildiginde, cizge K veya K, ‘den
birini mutlaka alt cizge olarak igerir.
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Kiiciik Ramsey Sayilari

Genel Bir Formdl Araniyor

Ramsey sayilarina matematikciler
hentiz bir formil bulamamistir. Asal-
lar, formdli en uzun stredir aranan
sayilar olma 6zelligini kaptiracak gibi
goziilkmese de Ramsey Sayilar1 da ma-
tematikcileri ugrastiracaga benziyor.
Ozellikle cok biiyiik sayilar icin Ram-
sey Sayilarini bulmak bir hayli zor!
Ama bu demek degil ki onlar1 bulabil-
mek icin elde hig bilgi yok. Ramsey sa-
yilar1 icin alt ve st smurlar gittikce da-
raltilmaktadir ve Ramsey’in teoremin-
de verdigi temel bilgi soyledir:

Eder m,n>3 ise R(m,n) < R(m-1,n) + R (m,n-1)
esitligi daima saglanir.

Mutlu Son

Mutlu sonlar icin illaki bir matema-
tik probleminin ¢6zlime kavusmasina
gerek yok. Bazen ¢6zlimstiz problem-
ler de mutlu sonla bitebiliyor. Elinize
birkac ufak tas alin ve yere atin. Ku-
ral geregi herhangi tciiniin dogrusal
olmadigini distinelim. Yerdeki rastge-
le dizili taslarin bir disbtikey dértgen
olusturmasi icin an az kag¢ tas atmak
yeterlidir dersiniz? Dikkatli olun 4 tas
yeterli degil! Ornegin tas dizilimi séy-
le gelirse disbtikey bir dértgen olus-
turmak imkansiz.
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Peki ya 5 tas yeterli olur mu? Bu-
nun cevabinin evet oldugunu basit bir
yolla gorebilirsiniz. Matematikciler bu
problemi genellestirip bir ¢6zim ara-
migslar. Diizlemde 3’G dogrusal olma-
yan kag¢ nokta dishiikey bir n-gen c¢izi-
lebilecegini garanti eder? Bu konuda
yapilan calismalar bir digbtikey yedi-
gen icin 128, sekizgen icin 464, do-
kuzgen icin de 1718 noktaya ihtiyac
duyuldugunu gosteriyor. Genel hali
icin hala bir formil bulunamamis
olan bu problemin ¢6zimi icin tani-
sip, birlikte calisan iki matematikci
E. Klein and G. Szekeres evlenmis ve
mutlu yasamislar... Iste bu nedenle bu
problemin adi mutlu son problemi
olarak kalmis.

Matematigin her kurami hakkinda
genis bilgi sahibi olmayabilirsiniz, bu
cok biytk kayip sayilmaz. Ama siz siz
olun temel matematigi hele ki iki ras-
yonel sayinin buyikligina karsilas-
tirmayr mutlaka bilin. Yoksa kullandi-
giniz arag bir képriindn altina takilip
kalinca ‘ben nerede yanlis yaptim’ di-
ye kendinizi sorgular durursunuz. Ki-
saca matematik bilmek gercekten ge-
reklidir eger can ve mal glivenliginizi
korumak istiyorsaniz.

Niltfer Karadag
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Pisagor Ucliileri
Arasinda Bir Iliski

Ben Celal Bayar Universitesi Maki-
ne Muhendisligi Boltimd 1. smif 6g8-
rencisiyim. Bazi pisagor tcliileri ara-
sindaki iliskiyi tablo haline getirdim.
Bu konudaki calismami degerlendir-
menizi ve “Bir Bulusum Var” adli ké-
senizde yer vermenizi arz ederim.

Berkan Zerafet

a| b |c(Na*+h*)
1] O 1
3| 4 5
5]12 13
7| 24 25
9 | 40 41
11| 60 61
13| 84 85
15( 112 113
17 [ 144 145

+ 1. ve 2. satirda a kolonunda 1 ile
3’lin toplami 4’e esittir. b kolonun-
da 4 ile 0 arasinda ve c kolonunda 5
ile 1 arasinda 4 fark vardir.

- 2. ve 3. satirda a kolonunda 3 ile
5’in toplam1 8’e esittir. b kolonunda
12 ile 4 arasinda ve ¢ kolonunda 13
ile 5 arasinda 8 fark vardir..

+ Ayni sekilde 3. ve 4. satirlarda 5
ile 7 nin toplami, b kolonunda 24 ile
12’nin ve 25 ile 13’tin fark: 12 et
mektedir...

Berkan arkadasimizin calismasi so-
yadi gibi oldukca zarif. Ve hatta bu bu-
lusu yapan ilk kendisi olsayd: bu tablo-
ya ‘Zerafet Tablosu’ adi verilmesi kaci-
nilmaz olacakti. Pisagor teoremi 6gre-
nim hayatimiz siiresince matematik ve
geometri derslerinin adi oldukca sik
gecen bir formdlidir. Bu formdle uy-
gun dogal sayilarla calismak da ayri bir
zevktir zira koklu sayilar insanlara ge-
nellikle tam sayilar kadar sevimli gel-
mez. 3,4,5-6,8,10 ya da 5,12,13 dik ¢
genleri geometri sorularimin favorileri
arasindadir. Bu tarz tam say ticlilerin
nasil olusturulacagma dair bir baslik
miifredatimizda gecmiyor. Durum béy-
le olunca da kimi merakli arkadaslari-
miz adi gecen formiila kendileri arayip
buluyor.
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icinde yasadigimiz dénemde temel
bilgilerle temel matematige ait bir bu-
lus yapmak cok zor. Pek ¢ok bilgili ve
dikkatli gozin giicli bakislarina ma-
ruz kalan konular mevcut matematik-
le ¢ozlimelenebilecek bir problem ya
da formuil iceriyorsa bu durum hemen
kolayca aciga cikiyor. Ama bu demek
degilki mateamtikte hersey bulunmus,
kesfedecek bir sey kalmamus.
@’ +b* = esitligini saglayan 0’dan
buytik a,b,c tam sayilarina pisagor tic-
ltileri denir. Tanim pozitif olma kosulu
gerektirdigi icin 1,0,1 pisagor tclist
kapsaminda kabul edilmemektedir; bu
nedenle en kiiclik pisagor uglist
3,45'dir. Bu tcli sayr gruplarmin
olusturulma yéntemini aciga kavustur-
duktan sonra okuyucumuzun kaydet-
tigi bulguyu da kolayca aciklayabiliriz.

Matematigi zarif ve sik yonlerinden
birisi stiphesiz sonsuz elemanli bir ku-
meyi birka¢ sembol kullanarak hicbir
eleman: atlamadan ifade etme olanagi
vermesidir. Ornegin sonsuz elemanl:

cift sayilar kiimesi {27717 €Z} seklinde
rahatlikla ifade edilebilir. Adeti sonsuz
tane olan pisagor Uglilerini de drete-
cek sistematik bir yol bulabilirsek on-
lar da bir satir1 gecmeyen bir kiime
seklinde gosterebiliriz. Cift sayilar k-
mesi tek bir degiskenle olusturulabil-
diginden dolay1 kolay bir 6rnek. Pisa-
gor Ugcldleri icin 2 degiskene ihtiyaci-
miz var:

m ve n sayilar1 7> m > 0 ifadesini
saglayan tamsayilar olsun. Bu sayilar
kullanarak bir pisagor tcliisti kuralim.
a=n*-m’ b=2mn

Olusturdugumuz bu tgli bir pisa-
gor Uglust clinkd hepsi pozitif tamsa-
y1 ve pisagor teoremini sagliyor:

(n* =m*? + @Qmn)* = n* = 20°m* + m* + 4m*n?
y )
a b

2 2
c=n +m

=n*+20°m* + m*
= (n* +m*)’

J

c
Bu yéntemle sonsuz tane pisagor Ug¢-
ltst tretebilecegimiz acik. Sadece n
ve m tanimina uygun iki say1 secme-
miz yeterli n=2 ve m=1 icin
a=3;b=4;c=5 cikiyor. Peki bu yolla bi-
tlin pisagor Ucldlerini olusturmak
mimkin mu? Biraz cebir biraz geo-

metri kullanarak yapilabilen bir ispatla
bu sorunun cevabinin ‘evet’ oldugu
gortlebilir.

Simdi tablomuzu Berkan Arkadasi-
mizin siralamasina uygun m ve n leri
secerek tekrar olusturalim:

2 4
c=n +m

m|n| a=n*-m* | b=2mn

12 3 4 5
2|3 5 12 13
3[4 7 24 25
4|5 9 40 41

Gortilen o ki arasinda 1 fark olan m
ve n’ler secince tablomuz boyle ciki-
yor. n sayisinin bir sonraki satirda m
roliinii tstlenmesinden faydalanarak
ardisik iki satir1 soyle yazabiliriz:

x|y yP P 2xy e
z -y 2z R
Toplam: z* = x" | &> ok

=%

Okuyucumuzun o6nerdigi toplama
ve cikarma islemlerinde her zaman ay-
ni degisken sadelestigi icin birbirine
esit sayilar elde edilmis oluyor ve bu da
durumun bir kismini agikliyor. Ortada-
ki stitun icin daha farkli bir 6zellikten
yararlanalim. Bu stitunda olduk¢a dik-
kat cekici bir 6zellik var. b stitunu dai-
ma c sttunundaki sayidan 1 eksik! Bu
nedenle c ile b’deki ardisik satirlardaki
sayilarmn aradasindaki farklar birbiriyle
ayni oluyor. Bu, arasindaki fark 1 olan
sayilarla tiiretilmis pisagor tclilerinin
diger bir genel bir 6zelligidir. (m - n =
1). Ayrica 4, 12, 24, 40, 60 dizisiyle iler-
leyen b stitunundaki sayilar arasindaki
farkin 8, 12, 16, 20 seklinde diizenli
olarak biiytimesi de goze carpan diger
bir husus.

Matematikte pek cok ilging iliskiler
gozlemlerle ortaya cikar. Bu nedenle
gozlem yetenegi matematiksel zekanin
onemli bir parcasidir. Acikca gortliiyor
ki Berkan arkadasimiz bu yetenege sa-
hip...Gozlemini bizlerle paylastigi icin
kendisine tesekkiir ediyor, bundan
sonraki calismalarinda okul hayatinda
basarilar diliyoruz.

Niltifer Karadag

karadagnilufer@yahoo.com
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