33. ULUSLARARASI MATEMATIK OLIMPIYADI

Ulkemizden Sinan Gintirk ve Cem Mutlugiin'tin dgtineiiliik aldigi matematik olimpiyad: sorularim
dergimizin Evliil 1992 sayisinda vaymlamstik. Bu sorularin ¢Ozitmiini simdi yayinhyoruz.,

SORULARIN COzUMU

Albert ERKiP*, Semih KORAY*

Birinci Giin:
Soru 1:

1<a<b<c olmak (zere, abc—1 tamsayinin
(a-1) (b-1) (e-1) ile bélinmesinl mhm twWm a, b, ¢
tamsayilarini uim

Coziim:
1<a<b<c kosulunu sadlayan a, b, ¢ tamsayilan
igin,

abe-1
Ri{a,b,g) = ——————
(a-1)(b-1)(c-1)
diyelim. Bu durumda
1 i 1 1 1 1
Riabeci=14+ +—+ + + +
a1 b-1 &1 (a-T)b-1} {ﬂ—ﬂ(c-ﬂ_ (b-1)(e-1)
oldugundan, R(a.b,c)>1 ve a>a>1, b>b>1,

c>¢>1 kosulunu saglayan a'b',c' tamsayilan igin
R(ab,c) < R(a\b',c') oldugu goriliir. Ote yandan,
R(a,b,c) nin tamsay olablimesi, yani abc-1
tamsayisinin (a-1)(b-1)(c-1) ile bolinebilmesi igin, a,
b, ¢ sayllarimin ya hepsinin tek, ya da hepsinin cift
olmas: gerektigi aciktir.

Once a>4 durumunu inceleyelim. Bu durumda,
egder R(a,b,c) tamsayi Ise, 1<R(a,b,c) < R(4,6,8) =

1
% <2 olmak zorundadrr. Dolayisiyla az4 ise,

R(a.b,c) tamsayi olamaz. Yani R(a,b,c) nin tamsayi
olabilmesi yaa = 3yadaa = 2 olmaldr.

Simdi a = 3 oldugunu varsayalm. Bu
durumda, R(a,b.,c) tamsayl ise, 1 <R(ab.c,) <
104 . 3bc-1
R(3,5,7)=——< 3, yani 2=R(3,b,¢) = ———
48 2(b-1)(c-1)
olmasi gerekir. Buradan da 4(b-1)(c-1) = 3be-1,
dolayistyla be-4b-dc= - 5, dolayisiyla da (b-4)(c-4)
= 16-5 = 11 olmasi gerektigi gikar. Bu ise, ancak
b4 = 1,¢c4 = 11, yanib = 5, ¢ = 15 almas)
durumunda olanaklidir. Ote yandan, R(3,5.15) = 2
oldugu igin, a = 3 durumunda tek ¢ézim, a = 3,
b = 5 ¢ = 15'dir.

Simdi de a = 2 durumunu inceleyelim. Bu

sefer, R(a,b,c) nin tamsayl olabilmesi igin,
4
1<R(a,b,c) < R(2,4,6) = : < 4 olmak zorun-

dadir.
Yani ya R(2,b,c) = 2 ya da R(2,b,c) = 3 olmalidir.
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Ancak RB(2,b,c) =2 ise, buradan 2bc-1 =2 (b-1) (c-1),
yani 2(b+c) = 3 olmasi gerektigl cikar ki,
b>1 ve ¢>1 oldugundan bu olanaksizdir. Son ola-
rak, R(2,b,c) = 3 oldugu duruma bakalim. Bu du-
rumda, 3(b-1)(c-1) = 2bc-1, dolayisiyla be-3b-3¢ =
-4, dolayisiyla da (b-3) (c-3) = 9-4 = 5 olmalidir. Bu
iseancakb-3 = 1,¢-3 = 5,yanib = 4,¢c = 8 olma-
si durumunda olanaklidir. Ote yandan R(2,4,8) = 3
oldugundan, a = 2 durumunda tek ¢oziim a = 2,
= 4, ¢c = 8'dir.

Sonug olarak, verilen kosullar altinda abce-1
tamsayisimin  (a-1)(b-1)(c-1) ile  bélinmesini
saglayan tam olarak iki ¢dziim vardir ve bunlar, a
=3, b=5rc=15lea =2b = 4, ¢ = 84dir

Soru 2:
R lle reel sayilar kiimesini gésterelim. Her reel

X, ¥ igin
f(x2 + fy) = y + (f(x))?

bagmntisimi saglayan tim f : R — R fonksiyonlarini
bulunuz.

Coziim:

f: R — R fonksiyonunun tim x, y reel sayilan
icin
(1) FOE + 1(y) = y + (f(x)?
bagintisini sagladigini varsayalim. Buradan x = 0
olarak, her y € R igin

(2) fifty) =y + (f(0)p
bagintisi elde edilir. Buradan da yine her y ¢ R igin
(&) fifey)) = -y + (f(0))?

oldugu gorilir. Simdi f(x) = f(y) oldugunu varsaya-
Iim. Bu durumda (2) bagintisi nedeniyle x + (f(0))2
=y + (f{0))? yani x = y olmasi gerekir. Yani f fonk-
siyonu birebirdir, Ote yandan, herhangi biry £ R ve-
rildiginde, x = f (y-(f(0))2) alirsak, yine (2) bagintisi-
m kullanarak, f(x) = y oldugunu géririz. Yani f ay-
nt zamanda orten bir fonksiyondur.

Simdi (1) bagintisinda y = 0 alirsak, her x ¢ R

icin
(4a) f 2 + f0)) = (f(x))2
ve
(4b) f(x2 + K0) = (f(-x))?

bagintilarini elde ederiz. Dolayisiyla her reel x
sayisi igin ya f(x) = f(-x) ya da f(x) = - f(-x) olmak
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zorundadir. Ancak herhangi bir x ¢ R igin f (x) = f
(-x) ise, (2) ve (3) bagintilar dolayisiyla x = - x, yani
x=0 olmasi gerektigl gérilir. Bu yizden sifirdan
farkli her x reel sayisi icin, f (x) = -f(-x) olmak zorun-
dadir. Ancak f birebir bir fonksiyon oldugjundan, bu-
radan da sifirdan farkl her x € R igin f(x) # 0 olmasi
gerektigi ¢ikar. Ote yandan { ayni zamanda érten bir
fonksiyon oldugu igin, f (0) = 0 olmak zorundadir.
Bu durumda ise, (2) ve (4a) bagintilari dolayisiyla,
her x € R igin

(5) f(fi(x)) = x

ve
(6) f(x?) = (f(x))?

oldugu gorildr. Buradaki son baginti ise, her yeR
igin, y> 0 ise, f(y)) > 0 oldugu anlamina gelir. Uste-
lik ayni zamanda f fonksiyonu birebir ve f (0) = 0
oldugundan, buradan da, her y ¢ R igin

(7) y>0=1y)>0
oldugu sonucu gikar.

Diger taraftan, (1), (5) ve (6) nedeniyle, her x, y
eR igin.

@ + y) = f(x2 + f(f(y))) = f(y) + ({(x)2 = 1(x2)
+ f(y) oldudu, yani x, yeR ve x>0 oldugu takdirde
(8) fix + y) = f(x) + f(y)
oldugu gordlir.

Simdi x, y € R ve x > y oldugunu varsayalim. O
zaman, (7) ve (8) bageintilar dolayisiyla,

fx) = f((ey) + y) = f(xy) + f(y) > f(y)
sonucu elde edilir. Yani f artan bir fonksiyondur.
Nihayet herhangi bir xeR alalim ve f(x)) > x ol-
dugunu farzedelim. Bu durumda, f nin artan bir fonk-
siyon olmas ve (5) bagintisi nedeniyle
x = f(f(x)) > f(x)

biciminde yukaridaki varsayimimizla ¢elisen bir so-
nug elde edilir. Benzer bigimde, x > (x) varsayimi
da bizi bir gelismeye gbtireceginden, her xeR Igin
f(x) = x olmasi gerektigi ortaya gikar. Ote yandan,
her xeR igin f(x) = x bigiminde tanimlanan f fonksi-
yonunun (1) bagintisini sagladigi kolaylikla gérilliir.

Soru 3:

lunmayan dokuz nokta verilmis olsun. Her bir nokta

cifti bir kenar (yani bir dogru parcasi) ile birlestirili-
yor ve her kenar ya mavi veya kifmiziya boyaniyor
va da hig boyanmadan birakiliyor. Ayagidaki kosu-
lu saglayan en kiicOk n sayisini bulunuz: Kenarlar-
dan tam olarak n tanesi boyandiginda, boyall kenar-

larin kiimesi icinde mutlaka ¢ kenari da ayni renk-

te ofan bir Gggen bulunur,
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Cozim:

Once toplam 36 kenardan tam olarak 33 tanesi
boyandig! takdirde, boyali kenarlarin kidmesi icinde
mutlaka (g kenari da ayni renkte olan bir (iggen bu-
lundugunu gésterelim. Bu durumda aralarinda bo-
yanmami$ (¢ kenardan her birinin en az bir kdsesi
bulunacak sekilde ¢ degisik nokta secebiliriz. Geri
kalan 6 noktay kendi aralarinda birlestiren tiim ke-
narlarin ise boyanmis olmasi gerekir. Bu noktalar
Ay, Ag lle gosterirsek, A;A,, AjAg,..., A Ag seklin-
deki bes kenardan en az Giginin ayni renkte olma-
si gerekir. Genellidi yitirmeden bu rengin mavi ve
AiAz AAz ve AjA, kenarlarinin da bu renkte oldu-
gunu varsayalim. AA;, AzA,, AA, kenarlarindan
en az biri maviye boyanmigsa, o zaman A AA,,
AAqAy, AjALA, liggenlerinden en az birinin tim ke-
narlari mavi renkte olur. Aksi takdirde ise, AyA;,
AqA4, A4A; kenarlarimin hepsi kirmiziya boyanmis
olacagindan, bu kez de A,AzA, tim kenarlan ayni
renkte olan bir (iggen olur.

$imdi de boyal kenarlarin kiimesi iginde (¢ ke-
nar| da ayni renkte olan hicbir iggen bulunmayacak
bigimde 32 kenarin boyanip 4 kenarn boyanmadan
birakilmasinin olanakl oldugunu gésterirsek, aranan
sayinin 33 oldugu ortaya gikacaktir. Bunun igin én-
ce verilen 9 nokta icinden A, A,, Ay, A,, As gibi 5
nokta alalim. Bu noktalar birlestirerek elde edilen
on kenardan A,A;, AxAg, AzA,, AsAs ve AsA, kenar-
larini maviye, geriye kalan bes kenar da kirmiziya
boyarsak, t0m kenarlari ayni renkte hicbir Gggenin
olusmadidi goralir. Simdi verilen dokuz noktadan
bu IIk besi icinde bulunmayan altinci bir nokta ala-
lim ve bu noktaya Ag diyelim. AgA, kenarini boya-
madan birakalim; her ie [2,3,4,5] igin ise, AgA, ke-
narnni AyA, ile ayni renge boyayalim. Bu durumda
yeni olugturulan ve tim kenarlari boyali tiggenler-
den hicbiri tek renkli olamaz. Ciink( eger AgAA
{iJ,el2,3,4,5], i#j) Gcgeninin tOm kenarlari ayni
renkte olsaydi, AjAA; lggeninin de tim kenarlari-
nin ayni renge boyanmis olmasi gerekirdi. Simdi ilk
alt nokta iginde bulunmayan A; gibi yedince bir
nokta alalim. A, noktasini Ay, Ag, A,, A:, A ile bir-
legtiren tim kenarlar boyanmis oldugundan, bir 6n-
ceki islemi, Ay'in rolind Ay've, Ag'nin roliinii ise
A;'ye vererek tekrar edebiliriz. Yani AA, kenarini
boyamadan birakir, A;A, (ie[1,3,4,5,8]) kenarini ise
ALA| ile ayni renge boyariz. Yukandaki gibi, bu se-
kilde olusan ve tiim kenarlari boyal ticgenlerden hig-
biri tek renkli olamaz. Nihayet verilen dokuz nokta-
dan ilk yedisi icinde bulunmayanlari Ag ve Aq ile
gosterelim. Burada A ile Ay, A, Ay, Ag, Ay, A; Nok-
talarini birlestiren tiim kenarlar boyanmis oldugun-
dan, Ag, A, cifti, Az, A, ciftinin roliinii oynayacak bi-
gimde bir 6nceki islemi uyarlayarak uygulayabiliriz.
Son olarak, ayni islem benzer bigimde Ag, A, cifti
icin yinelendigi takdirde, tim kenarlarl ayni renkte
hicbir ticgen olusmayacad gibi, AgA,, AsA,, AgAs,
AgA, kenarlar boyanmadan birakilip, geri kalan 32
kenar boyanmis olacaktir,

(Gelecek sayida devam edecek.)
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