Matematik Diinyasi

Aperiyodik Yazilar IT1 |
Deney Tiipiinden Matematik Cikarsa

“Bir de taka sigesinde balik of-
sam™ der Orhan Veli, bir strinde.
Iste bu baghifs atarken de aynr di-
ze takildh akhma. Bir an matema-
uf deney riiplerine sokminin ne
Radar olanakly oldugunu diiglin-
diim. Elberte, “deney tiiplinden
maremarik gkmas” pek girsel
degildi ve bu durim fstads oyle
fazln da efkidandirmazdi, ama
bir tutam “geometn” ile iki 8lgek
“lineer cebir™i bir kaba Kavup,
ortaya yeni bir teorem gikarmak
du az buz bir sey savilmazde As-
linda bu yazida maremarik deney
thpiinden gikmak yenne o riipe
zorla ginvordu, ama olsun. Bas-
k. bu seferik matemanksel
dilglere ve Orhan Veli'nin divesi-
ne kurban gitmigtl,

Gegen sayidi Penrose karold-
it ile tangmistilke Onlan tzel ki-
lan yan 1se, haurlavacaimiz gihi,
diizlemi apenyodik olarak kapla-
malandir. Oysa Penrose Karalar-
nin gekicilifi valmzea apenyodik
olmalinna davanmae. Aslinda,
karolann - olusturdugy desenler-
de bu aperiyodik karakrerleriyle
pek de bagdasmayan mm bie ko-
numsal diizen gizlenmekredic
Bu konumsal diizem gorebilmek
igin vapilmas: gereken. karolara
sadece birkag dogru pargasing
cklemeken ibareteir (Sekil 1),
Bilelikle karolar bir Penrose
desent olugrurmak igin yeniden
birarava getirildiklerinde, dogru
parcalan da birleserek bey ayn
paralel dogru kiimesi meydana
getinie. Efer ayn dilzlem lizerine
bir hegeen gizer ve dindiirmek
snretiyle uygun konum verirsek,
her bir dofr kiimesini beggenin
kenarlatindan birine paralel bul-
manuz da isten bile degildir,
Stizkonusu beg parulel dogru kil
mesi, ilk olirak Robert Ammann
tanfindan bulunimisg ve bilylece
dogrulara  Ammann  dogrulart
denilmistir.

Ote vandan by dogrularmn ilg
geken bir dzelliklers daha vardies
Ambiklur... Her bir dogru kilmesi-
mi olustiran  parale!  dogrubann
arsinida, diger tlim dogru Kilme-
leri igin deaynn kalan ikt tlir ame
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Itk wardir ki, bunlardan vzun ola-
mm U ve kisa olamm da K diye
adlandsmbiliriz. lste bu araliklar,
hizt vine o “esterk” cevaba yi-
neldirs UMnun wzunlugunun
K'tun wzunluguna o alte ora-
ue vermektedir. Ustelik, sonsuz
bir diizlem fzerinde bir dogru
kiimesindeki Tl sayisinin
aym dogrn kiimesinde K'lann sa-
yising orani da altin orama esiur,
Eger bir dogr Kiimesine dik ola-
rak iletlersek, fintimilze Qkan
arabik dizlerini Ullann ve K'la-
o olpgrurdufin bir dizt olarak go-
rebilinz. KUKUUKUIKLL.. e
nefiinde oldugu gibi. Bu dizi pe-
nyodik defildir ve bizlere Penro-
se karolanaun bir boyutlu benze-
rini sunmakeadie. Hem de bu ku-
rolann en bildik Gzelligim koru-
varak...Soz konusu dzellik, honr-
lursuniz, herhang bir kaplamada-
ki sonlu bir bolgenin aymi desen
wwensinde vine kendini gosterdi-
# v da ekmadadifidr. Simdi bu
benzedigi girmek dging kalemi
kagids elinize alin ve arahiklar di-
zimizin herhangi bir verinden
baglayarak sonlu bir uzunlukaki
harf dizisini kafda gegirin. Insaf-
h davranalim ve bu sonth uzonli-
gu 100 harfle simarlayalim, Simdhi
yine herhangi bir yerten baglads-
SBunedi, bir yéderde mutlika ay-
m 100 harflik diziye ulagmaniz
gerekir, *Gerekir” divorum; glin-
kil bu araliklar dizisinin sopsuwe
uzunlukea oldugu  dilslintildii-
iinde) avar 100 harflik dizive ne-
rede ulagilicaging mhmin ctmek
glic... Tabii, diger bir segenck de
tiim bunlan yapoZmez varsayip,
meremutikgtlere olan gilveninizi
tazelemek olaeakur,

Bu diziyt olugrurmunm bir
volu daha vardhr. © da sonlu bir
harfler (U ve K) dizisini alip, di-
zidekd her Uvi UK ve her Kyt
da U jle degistirmekten ibaret-
e Ayny yol tekrar tekrar uygu-
landhifinda duha wzon dizilere
ulugihr ve buntar Ammann dog-
rularmm olugturduklan arlikl-
la birebirdirler. Ancak ortaya @
Kun b diziyi yalnzea bit varfler
dizis olarnk ghomek, agikgasy /-

Sekil 1. Eger her bir karoya, yanda gordidigi
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gibi, beyaz dogru pargalan eklenirse, bu

bonaces'ye haksizhk olur 13
vitzyilda vassmig olan Fibomae-
ci'nin 200 yilzyihn yap-boz oyun-
fariny andiran bu karolan ve onla-
rn urthkhinyly ne ilgisi oldygu-
na gelinee,. Bu ilgivi girmek
icin, Apenivodik Yazlar'in ilkin-
de de bahsertgimiz, “ravsan
problemi™ ni bir keéz daha hatir-
lamakes varar var Fibonacal, her
ay eriskin bir tavsun cifrinin (L)
hebek bir wvgan gifti (K) diinya-
i getircliging varsayar. Ayrica her
bebek ravsan gifti, bir ay iginde
eniskin hale gelmektedir. Bu du-
rumda bir ay sonn her bir erigkin
cift (L) yerine bir engkin ve bir
de bebek gift (UK) olucak, her
bir bebek ¢iftin (K) yerine de bir
eriskin ¢ift (U) gegecektir, G-
rilldiigil gibi, Fibonacci'nin tay-
sanlan Ammann'in arliklanyla
ayni dilzende bir rvgan toplali-
gu va da daha matemariksel bir
devimle * dizi™ olugturmakadir.
Ustelik Fibonacenin armg esasi-
na davanun sonsuz bir wvsan
toplulugunda engkinlerin (L)
bebek ¢iftlere (K) vram da vine
alt oram vermekwedin

lste Penrose desenindeki k-
numsal diizeni, Fibonacei'nin
ortaya Koydugu bu ardigikhik be-
lilemektedir, Girildgi gibi,
bu ardigikligy di ki farkle arahig
temsil eden U ve K saplar, Yani
harfler ya da-araliklar dizimiz, iki
farkli araligan, difier bir deyigle
iki ayn perivodik sistemin gukig-
masmdun elde edilir. Bu neden-
le de bu ambiklar divisi, perayodi-
Limsr lquasipenndic) olurak ad-
landinlmusur.., Ve bu nokeadan
ittharen Penrose karolan, kendi-
lerini yavag yavag, onlar igin vep-
yeni bir gevre olun laboratuvardy
ve de krstllérn amsimdy bulu-
verirler, Nasil mi?

Oyunun Yeni Bir Siirtimii
Penmse, bultugu karolurla
vulmizea ki boyotlu desenler ya-
racmamis ve Bu zevkli vl
tgtinedt boyuta da tagimuger, Yani
bir bakima, “Penrose oyu-
nu"nun daha zevkli ve daha il
gekici bir stirfimil karsimiza giki-
vordu:  “Basunlmuy  kiipler™le
tzayr kaplumak gibi.. Burada
“hastinimig kilpler”den kastmiz
ise, uln itz de e biytiklikteki
eskenar dirtgenlerden olugan
paralelytizler; kisaca eskenar pa-
raletyiizler... lyte bunlar besli si-
mettive -va da i boyutia ikosa-
hedrul simetrive- salip ve aperi-
yodik olamk uzayr kaplayan ya-
pilar olugtururdur. Diizgin yirmi-
yirel, yani {kosahedron du, tig
bovutlu weayda besli simetnnin
bir modelidir ve yirmi bzdes fig-
gen viizden olugur, Beggenlerle
dizlem mm olirak kaplanamadi-
i gibi, diizgiin virmivilzlil de
wray tam olarak kaplayamamak-
tadir, Ancak eskenar paralely(iz
giftlent ile uzay kaplanabilie ve
buplar Penrose’un ugurema ile
ok ucunun fig boyutlu benzerle-
ridirler. Doliyisiyly vine her ki
tipteki eskenar paralelyiizlenn
hirbirine oran altin orant venr.
Roper Penrose, tiim bunlarly
niragmaya bagladiginda, bulduk-
lannin pratikte ne ise varavabile-
cefti hakkinda highir fikn yokeu,
Karolar, ontin igin sadece zevkli
bir ugrage, hatts bir oyundu. An-
cak bir siire sonta, knstl formiar
hakkinds bilinenler, elde ctrgi
sonuglurin  degistirebilecefini
distindtl, Bu konuyla ufrasan
hemen herkesin kesinlikle dog-
ru kabl) ettigi gelencksel kural-
lurt, Penrose kaliyea kabullene-
miyordu. Bu kurallar, aperivodik
yapilan vasaklivordu,  giink
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kristallerde atomlann uzayr tam
olarak Kkaplayabilmesi igin tam
bir diizen iginde dizilmelen ge-
rekivordi. Ornegin; bildigimiz
tuzda sodvum ve klond iyonlan
bir Kiibiin kéiselerinde konum-
lanmuglardt ve bu kiipler bir tuz
kristalint doldurabilmek igin cam
bir diizen takip ediyorlards,
Basta Penrose’un  fikitleri
pek ciddive alinmadi, ama 1984
vilmda bir anda tiim dikkatler
anun fizerine gevriliverdi. Alii-
minyum ve munganezden olusan
kiigiik madeni kristaller kegfe-
dilmigti ve bunlar gasirticr bir bi-
gimde bey kollu kar ranecikleri
formundaydilar (Sekil 2). Kristal-
lerden vansivan X isinlan ve
elekrronlar Penrose'un besli si-
metrisini gstermekeevdi ki, bu
durum kristaller iizerine tilm bi-
linenlerinagigimda “olanaksizd)™,
Aslinda bir kan maddedeki
atomlann  dizilisi, bir desen
olugruran karolarin verlesimiyle
kargilasumlabilir.  Kristallerde
atomlar ya da atom kiimelen
kendini tekrarlayan motifler ha-
linde belirirler ve bu tekrarlayan
motifler <ki onlara berim hitere
denir- birlegerek kristal bir yapi
olugrurur. Aynca kristallerde bi-
vilk bir diizen gorilliir. Oyle ki
bir insanin kristalin igine girdii-
ni farzedecek olsak: hu kisi bir
birim kiore kadar yer degistirdi-
finde, gordligil gorintiler ara-
smda hichir fark olmayacakor
Iste kristallerdeki bu vitksek dii-

zen, yalmzea figgen, kare ya da
dlugen ve de bunlann degisik
formlanyla saglanahilecek. gibi-
dir. Knstallerin incelenmesinde
de sikga bagvurulan ve matema-
ukte “grup reonsi” adr aloinda
toplanan bilgiler, kristaller igin
yalnizea az sayida dénme simet-
risini milmkiin gérmektedir. Or-
nefing eger kristal, cksenlerin-
den birine gire 120 dereee din-
diiriiliir ve kristalin kafes yapisi
goriiniim olatak degisiklik gos-
termezse, bu durumda knstal fig-
lii dénme simetrisine sahip de-
mekrir. Genelde ise, krstaller
tkilt, figlii, divetlil ve aluly dimme
simetrising sahipurler.

Ancak  Penrose’un ortaya
koydugu irnekler, birden fazla
birim hiicre knllamlic ve de tam
bir geometrik diizen konusunda
biraz taviz verilirse, besli hir si-
metrinin. miimkiin - olduguny
ghistermigtir. Bu durumda, karo-
lar ne rasegele dizilmekee ne de
muntazam bir suayr takip er-
mekredir. Bir karonun yerlesimi
sayesinde, difer karolann da na-
sil dizilmelen gerekrig, anlagil-
mast gilg de olsa, tahmin edile-
hilmekredis, Ayrica her bir karo
da yalnizea, tizel yinlerden olu-
san kiigiik ve farkl kiimeler dog-
rultsunda yerlesmekeedir, Or-
negin; Penrose karolan, nzakran
daireye benzetilebilen, ongenle-
rin dagiliminy gostermekredir,
Bir desen igerisinde tiim bu on-
genler ayni yerlegime sahiptirler

Cdzmece
1. Metan molektil, karbon ato-
mu - agirik merkezinde ve dart hid-
rojen atomu da kogelerde olmak
bzers, duzgln bir dortyuzl( vapisi-
na sahiptir. Buna gore her bir hidro-
jen ve karbon giftinin olusturdugu
baglar arasndaki aci nedir?
2, (a) x+y=1
x2yy2=2
3483
denklem sisteminin gézimi olma-
ity karutlayin.
(b) X+y=1
Xeypye=2
xqpyife
denklem sisterni en az bir gozume
sahip olacak gekilde, k'nin tlm de-
Gerlerini belirleyin.

Gegen Ayin Cozimleri

1. En kigilk agis n” ve tim ag-
lan tamsay olan uggenlenn saysy,
n'nin Gift ya da tek olmasina bag-
Il otarak
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(Omegin; n=20 igin lggenler
(20%.20%,140°),(20*,21%,139%),...,
(20°,B0°,80°) aglanna, n= 21 igin
(21%,21°,138%), (21°.22°.137")....;
(21°,79°B0°) agilarnna sahip ola-
caktir). Bu nedenle tim agilan tam-
sayr olan dggenierin toplam sayisi
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= 3.{183 —BK)=2700 olur,

et

2. x asal ve z-y> 1 olsun. O'za-
mar
XO=20- 1= (2-)gn1 42024 4y1Y)
olur. Bu durumda k<n geklinde hir
dodal say igin
Z-y=x¥ ve 20202y A=k
elde edilir. Béylelikla,
xbszit Ikt pckin-1)
olur Ki, bu da n-kenk-k, yani nenk
sonucunu varr. Ancak bu mdrmiktn
olamayacadindan, z-y>1 igin x asal
olamaz. Ay gekilde z->1 iGinde v

asal olamaz.

Kasim 1007

ve bir ongen diger ongenlerin
kargiik gelen kenarlanna para-
leldir,

Yeni kesfedilen kristaller,
hem yiiksek bir dilzene hem de
besli bir simetriye -ya da ti¢ bo-
yurlu uzayda ikosahedral simet-
riye- sahup girimmekeedir. Bu
iizelliklere en uygun matematik-
sel model ise, Penrose Karolar
fizerine kurulmisy olandwr. Fikir,
egkenar dirigenyiizlii triakonta-
hedronfary kullanmaya dayalidir
ve uzay kaplayaecak hirimler ola-
rak bu gokyiizliiler, on gisman on
da zayif eskenar paralelviizliiniin
biraraya gelmesivle olugmakra-
dir. Bu birimler, iki boyutt Pen-
rose karolan igin gegerli olan di-
zilig kurallating aynen uyarlar,

Bu ilging ve yem kristaller
elekuon isinlan alunda dindii-
rilldiigiinde, daghmlar ikalic ve
gl oldugu. kadar gok sayida
besli simetn ekseninin de varh-
g gistermekredin, Bu eksenler
aragindaki agilar belislendiginde,
maddemizin bir dilzgiin yirmi-
yiizlll, vani ikosahedronla, ayni

“simetriye sahip olduguny siyle-

mek miimkindiin. Begh simetri
giisteren aln ikosehedel eksen,
alty boyutll bir uzayin temelini
olugturur.  Stizkonusu  uzayda
kristal, kiibik bir birim hilcreye
sahip olmalidie ve bu da hirim
hiicrelerin diizgiin ve peryodik
bir kriseal kafes vartacag anla-
mina gelir, Ancak alt boyutlu va-
pi, fig boyura birizdiigiim olarak
gozlendifinde, perivotluk orta-
dan kaybolmakeadis, (g boyutly
izdiiglim, pertyedigimsidir,

Yeni vapular, normal kristaller
gibi yiiksek diizene sahip, ancak
perivodik olmak verine peryodi-
Eimsi olduklanndan, periyodi-
Zimst kristaller ya da kisaca £ri5-
talimstler (Quasicrystals) olarak
adlandirthmuglarclir. Hem de aym
Siipermen ya da Ortimeek Adam
gibi, iki kimlillen vardir Al bo-
yutlu uzavda, dilzenli ve tama-
men siadandirlar, (¢ boyutea
1se, vlagandiy Gzelliklere sahip-

tirler ve hilinen kristallerle he-

men hig uynsmazlar. Bu veni yi-
pular, kristaller igin yeni hoyuthie
agmakea ve by dalla ugrasanlan
da bgrenilecek yeni bir marema-
tikle yiizyiize birakmakeadir,
Elbette, hikiiyenin son nok-
tast henifiz konmug degildir ve
knistalimsilerin yapising agikla-

Sekil 2. Yukandaki fotografta, cesitli
areklerin farkh agilardan gézlenme-
siyle meydana gelmis ve ¢ boyutiu
uzayda yeniden olugturulmus atom
yapisi gosteren bir mode! vardr,
Gérilidigi gibi bu model, beg kollu
bir kar tanecigi seklindedir.

van birden fazla model piziik-
mektedin: Penrose, cam ve rast-
gele kaplama modelleri. Bunlar-
dan Penrose modeli, yukarda
belirtrigimiz gorusleri ortaya ko-
var. Diger bir model olan cam
moideliise, bazi Kurallara baglan-
mak suretiyle kisitlanmayy gali-
silsa da, Penrose modelinin aksi-
ne, “gelisigitzel™ birdesme dzelli-
Sine dayanyr, Simdilerde her iki
modelin de sunduklan en ivi
ozellikleri biraraya getiren veni
bir model, rastgele kaplama mo-
deli ortaya konmakeudin.

Sorular, sorular....

Yine bugiinlerde, matematik-
gilerigin yeni heyecanlar kapida-
dir. 1ki boyurlu karolar icin ge-
gerh dizilig komllannm valnizes
besli degil, sekiali ve onikili si-
metriye sahip desenlerin olugu-
munda da izin verdigi bilinmekte-
dir. Peki, baska alasiliklar var mi-
dir? Ayni soru uzayy kaplayan fig
boyutln yapilar igin de gegerlidir
ve bu sorulunn cevaplan, veni
kristal formlarls karsilasip karsi-
lagmavacagimizin’ yaman) da ig-
lennde saklamikeadis,

Peki ya "havaumiz™? Zaten o
da Penrose karolan ile kurulu bir
yap-boz oyununu andirmyyvor mu?
Aperiyodik ve beklenmedik...
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