
Bilimin hemen her dal›nda çözülmesi çok
uzun y›llar alan ve hatta hala çözülmeyi bek-
leyen sorular var. Matematikte de durum
benzer. 300 y›ld›r çözülemeyen Fermat’›n
son teoremi geçen yüzy›l›n sonlar›nda çözü-
lebildi. fiu s›ralar hakemlerin de¤erlendirme-
sinde olan Poincare san›s› da çözülmüfl ola-
bilir. Fakat matematik di¤er pozitif bilimler-
den farkl› olarak problemlerin çözümlerini
bulup hipotezlerin do¤ru olup olmad›klar›n›
ispatlamakla kalm›yor, öyle bir soru ortaya
at›yor ki o sorunun kimse taraf›ndan çözüle-
meyece¤ini de ispatl›yor. Ad›na Süreklilik Hi-
potezi denen bu sav›n do¤ru olup olmad›¤›
asla bilinemeyecek. Küme kuram› içerisinde
yer alan bu san› da di¤er çözülmesi çok za-
man alan sorular gibi ifadesi basit ve anlafl›l-
mas› kolay. Ama iflin içinde sonsuz gibi ak›l
kar›flt›ran bir kavram oldu¤undan problemin
ne oldu¤una bakmadan baz› konularda ve ta-
n›mlarda ortak bir fikre varmak gerekir.

Sonsuzluk
fiüphesiz, insanlar› yeryüzündeki di¤er

canl›lardan ay›ran en büyük farklardan biri-
si de bilgiyi biriktirebilme özelli¤ine sahip
olmalar›. Biriktirilen bu bilgiler aras›nda so-
rular da var elbette ve çözülemeyen bu soru-
lar kuflaktan kufla¤a aktar›larak ilerliyor.
Bilhassa matematikçilerin ve filozoflar›n ta-
rih boyunca kafas›n› kar›flt›ran sonsuzluk
kavram›n›n öyküsü M.Ö. 490’larda Zenon ile
bafllar. Yüzy›llar boyu süren araflt›rmalar
sonsuzu aç›klamak için pek kayda de¤er bir
sonuç verebilmifl de¤il. Ta ki, 19. yüzy›la ka-
dar. Ne ilginçtir ki, yaklafl›k 2500 y›l bekle-
yen sonsuzluk kavram›n›n çözüme kavuflma-
s›nda sadece bir kiflinin ad› geçmekte: Al-
man matematikçi George Cantor. Fakat Can-
tor matemati¤e bu ola¤anüstü katk›lar› ya-
parken, bir yandan da ruh sa¤l›¤›n› kaybetti
ve hayata gözlerini bir ak›l hastanesinde ka-
patt›. Üstelik onun bu bunal›mlara girmesi-
nin en büyük nedenlerinden birisi de bugün
büyük ç›¤›rlar açan düflüncelerinin, ça¤dafl-
lar› taraf›ndan kabul görmeyip, matematik
dünyas›nda büyük kavgalara neden olmas›.
Matematikçinin de asl›nda bir sanatç› oldu-
¤unu kabul edersek, sanatç›lar için s›kça
kullan›lan ‘öldükten sonra de¤eri anlafl›ld›’
ifadesiyle burada tekrar karfl›laflmak pek de
flafl›rt›c› olmaz. Yine de Cantor o sanatç›lar-
dan biraz daha flansl›yd›; çünkü ölmeden ön-
ce fikirlerinin biraz biraz kabul görmeye
bafllad›¤›na tan›k olabilmiflti. Bunun gerçek-
leflmesini sa¤layan kifliyse “Cantor’un bize
sundu¤u cennetten kimse bizi mahrum ede-
mez” sözleriyle onun fikirlerinin önemini
her zaman vurgulayan David Hilbert.

Kümeler
‹lkokulda neredeyse her sene bafl›nda ma-

tematik derslerine ayn› konu bafll›¤›n› yaza-
rak bafllard›k: Kümeler. Bu durum çok yak›n
bir zamanda de¤iflti ve kümeler ilkokul e¤i-
tim pro¤ram›ndan kald›r›lmaya bafllam›fl.
Okula, matematik ad›na toplumdan edindi¤i
önyarg›larla bafllam›fl olan çocuklara daha en
baflta ‘küme tan›ms›zd›r’ cümlesiyle bafllay›p
onlar› iyice korkutmamak iyi olabilir. Bunu
zaman gösterecek. Peki kümeyi tan›mlamay›
olanaks›z k›lan ne?

Küme Neden Tan›ms›z?
Bir kavram›n tan›ms›z oldu¤u fikrini ka-

bul etmek bir yetiflkine bile zor gelir. Ama flu
da bir gerçek ki, matematikte her kavram› ta-
n›mlamak olanaks›z. Asl›nda tan›m›n görevi
kabaca flu: onu okuyan her kiflinin akl›nda ay-
n› fleyin canlanmas› gerekir. Yani belirtilmek
istenen kavramdan farkl› bir ifade canland›-
¤›nda tan›m görevini tam olarak yerine getir-
mifl olmaz.

Diyelim ki, kümeyi “belirlenmifl nesnele-
rin bir koleksiyonu” olarak tan›mlad›k. O za-
man birisi ç›k›p sormaz m› “koleksiyonun ta-
n›m› nedir” diye? Bu sorunun da alt›ndan
“bir araya getirilmifl nesnelerin tümü” diye
kalkmaya çal›fl›rken bir baflkas› “belirlenmifl
nesne de nedir” diye soracakt›r. Bu sorula-
r›n ard› arkas› kesilmezken, dilin kelimelerin
s›n›rl› oldu¤unu ve ancak s›n›rl› say›da aç›k-
lama yapabilece¤imizi hat›rlay›n. Bir nokta-
dan sonra cevap veremez hale gelece¤iz. Ta-
bii matematikçiler böyle bir problemin an-
cak bir açmazla (paradoks) karfl›lafl›nca far-
k›na vard›lar. 

Russell’›n Açmaz›
Ne ilginçtir ki çok da masum görünen “be-

lirlenmifl nesnelerin koleksiyonu” cümlesi in-
san› flafl›rtan bir noktada küme belirtmeyebi-
liyor. Bertrand Russell taraf›ndan fark edilen
bu meflhur açmaz›n ad› Rusell Açmaz›. ‹flte
bir küme belirtmeyen koleksiyonsa flu: ‘Ken-
di kendini eleman olarak içermeyen kümele-
rin’ kümesi: Biraz karmafl›k görünen bu ko-
leksiyonun küme belirtmemesinin aç›klamas›
da flöyle:

Bu özelli¤e sahip kümeye R kümesi ad›n›
verelim. Bir nesne bir kümenin ya eleman›d›r
ya da de¤ildir, baflka bir koflulu yok! Öyleyse
ya R∈R ya da R∉R:

E¤er R∈R ise kendi kendisini eleman
olarak içerdi¤i için R kümesinin özelli¤ine
ters düfler ve onun bir eleman› olamaz; ya-
ni R∉R.

E¤er R∉R ise kendi kendini eleman ola-
rak içermedi¤inden, kendi kendini eleman
olarak içermeyen kümelerin kümesi olan R
kümesinin bir eleman› olmaya hak kazan›r
ve R∈R.

Yani her koflulda R∈R ve R∉R ifadeleri
ayn› anda varolmaya çal›fl›r ki bu da açmaz›n
olufltu¤u noktad›r. Öyleyse, her nesne kolek-
siyonu bir küme oluflturmaz. Bu nedenle, kü-
me kavram›n› tan›ms›z olarak b›rakmak en
iyisi.

Sonsuz tek de¤ildir! 
Küme Kuram›n›n tarihi, matematikteki di-

¤er kuramlardan biraz farkl›. Çünkü bu kura-
m›n oluflup geliflmesi, zaman içinde pek çok
kiflinin katk›da bulunarak üretti¤i di¤erler

süreklilik hipotezi
Matemati¤in Çözülmesi ‹mkans›z Problemi
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kuramlardan farkl› olarak sadece bir kifliye,
George Cantor’a, atfediliyor. Sonsuzluk ve
kümeler aras›ndaki iliflki Cantor’un 1895’te
bir açmaz bulmas›yla geliflmeye bafllad›. Can-
tor’u ruhsal bunal›ma iten ve ça¤dafllar›yla fi-
kir ayr›l›klar›na düflüren düflüncenin temelin-
de yatan flu:

Sonsuz tek de¤ildir ve hatta sonsuz tane
sonsuz vard›r.

Cantor’un sonsuzlar› hiyerarflik bir s›raya
sokan çal›flmas›n› anlamak için, önce sonsuz
kavram›n› nas›l tan›mlad›¤›na bir bakal›m.
E¤er bir koleksiyon (kendisine eflit olmayan)
bir alt koleksiyonuyla birebir efllenebiliyorsa,
o koleksiyon sonsuzdur ya da sonsuz say›da
eleman içerir. Matematikte önce saymaya bafl-
lad›¤›m›zdan akl›m›za gelen ilk sonsuzluk,
do¤al say›lar›n s›n›rs›z oldu¤u. Do¤al say›la-
r›n bir alt kümesi olan çift say›lar da sonsuz
say›da. Peki bu iki küme birbiriyle efllenebilir
mi? Ya da di¤er bir deyiflle, ayn› say›da ele-
man içerirler mi? Bu soruya küçük bir hikaye
ile cevap verebiliriz.

Sonsuzluk Oteli
Çok zengin bir akraban›zdan size bir otel

miras kald›. ‹çinde tam sonsuz tane odas› o-
lan bu oteli hayranl›kla gezerken aniden bir
otobüs kornas› duydunuz ve bahçeye ç›k›p
bakt›n›z ki, bir otobüs dolusu müflteri. Son-
suz tane müflteri getiren otobüsü yollad›ktan
sonra herkesi yerlefltirmeye bafllad›n›z: 1.
odaya 1. kifli; 2. odaya 2. kifli;...

Sonsuz odal› otele sonsuz say›da müflteri-
yi s›¤d›rd›n›z. Derken lobiye indi¤iniz de bir
ne göresiniz? Elinde valiziyle bekleyen bir
müflteriniz daha var. ‹çinde sonsuz tane oda-
s› olan bir otelde ‘size yerimiz kalmad›’ deyip
çevirmek ay›p olur. Birazc›k düflünüp bir yo-
lunu buldunuz ve her müflteriyi bir yan oda-
ya kayd›r›p bofl kalan 1 numaral› odaya gelen
müflteriyi yerlefltirdiniz. Ne de olsa sonsuza
bir ekleseniz yine sonsuz.

Sonsuz tane ifl yapmak sizi çok yordu.
Tam yerinize oturup dinlenecektiniz ki bir
korna daha duyuldu yine bir otobüs ve yine
sonsuz tane müflteri. Ödemeleriniz oldu¤un-
dan bir yolunu bulup onlar› da yerlefltirmek
istiyorsunuz. Ne yapard›n›z? Sonsuz çözüm
bulunabilir; ama fl›k olan flu çözüme bakal›m:
Oteldeki müflterileri çift say›l› odalara kayd›-
r›p, gelen yeni müflterileri de tek say›l› odala-
ra yerlefltirirseniz kimse aç›kta kalmaz. 

Hikaye burada bitmiyor. Otel sahibi yor-
gun arg›n merdivenlerden inerken bir de ne
görsün? ‹çinde sonsuz tane müflteri içeren
sonsuz tane otobüs! Para paray› çeker diye
buna m› derler bilinmez, ama otel sahibi bu
müflterileri de oteline s›¤d›r›yor. Nas›l m›? Bu-

nun çözümü de size kals›n.
Bu küçük hikayeden ç›karaca¤›m›z sonuç

flu: Say›labilen bütün sonsuzlar birbiriyle ay-
n›d›r. Di¤er bir deyiflle, tam say›lar, do¤al sa-
y›lar, çift say›lar, tek say›lar, asal say›lar, ne-
gatif say›lar kümelerinin hepsi birbiriyle bire-
bir efllenebiliyor. 

Sonluötesi say›lar
Cantor rasyonel say›lar›n da say›labilir

sonsuzlukta eleman içerdi¤ini ispatlayarak
bütün bu kümelerin eleman say›lar›na ℵℵ00 is-

mini verdi. Alef 0 s›f›r olarak okunan bu ifa-
de en küçük sonsuzun bir simgesi olarak ma-
tematikteki yerini alm›fl bulunuyor.

Alef
Alef, ‹brani

alfabesinin ilk
harfi. Cantor, bu-
luflunu matema-
tikteki di¤er pek
çok harfli ifade-
den ay›rmak için
Romen ve Yu-

nan alfabelerinin d›fl›na ç›kmay› tercih etmifl.
‹branice Alef ‘1 numara’y› da temsil etti¤inden
ve keflfini matematik için yeni bir bafllang›ç
olarak gören Cantor bu harfi sonsuzluk hiye-
rarflisine uygun bulmufl görünüyor.

S›radaki
ℵℵ00 dan sonra içgüdüsel olarak ℵℵ11 in gel-

mesini bekliyoruz. Yani, do¤al say›lardan da-
ha büyük bir sonsuz. Tam say›lar› ve rasyonel
say›lar› sayd›k. Elimizde say›lmayan gerçel sa-
y›lar kümesi kald›. Yani, rasyonel say›lara ir-
rasyonel say›lar›n eklenmifl hali, ya da baflka
bir deyiflle bir say› do¤rusundaki bütün nok-
talar. ‹flte Cantor, gerçel say›lar›n say›labilir
sonsuzluktaki kümelerle eflleflemeyece¤ini is-
patlayarak, bu kümeleri içeren ve onlardan
daha büyük olan baflka bir kümenin varoldu-
¤unu gösterdi. Böylece, elimizde birbirinden
farkl› miktarda eleman içeren 2 sonsuz küme
oldu.

Süreklilik Hipotezi
‹flte flimdi akla gelecek ilk do¤al soru flu:

Sonsuz say›da eleman içeren bir küme var m›-

d›r ki, eleman say›s› ℵℵ00 dan büyük ℵℵ11 den

küçük olsun. ‹flte Süreklilik Hipotezi, böyle
bir kümenin varolmad›¤›n› söyler. Bu soru-
nun da öyküsü 1940’da Kurt Gödel’in sürek-
lilik Hipotezi’nin küme kuram› aksiyomlar› i-
le tutarl› oldu¤unu ispatlamas› ve ard›ndan
1963’de Paul Cohen’in bu hipotezin tersinin
de küme kuram› aksiyomlar› ile tutarl› oldu-
¤unu ispatlamas› ile son buldu. Yani, bu soru-
nun cevab› bilinemez, belirsizdir. Matematik-
teki mevcut aksiyomlarla ‘böyle bir küme var-
d›r’ veya ‘yoktur’ fleklinde bir cevab›n veril-
mesi imkans›z!

Sonsuz tane sonsuz
Sonsuzun tek olmad›¤›n› gördükten son-

ra, sonsuz tane olmas› fikri bizi pek flafl›rtma-
sa gerek. ℵℵ00 , ℵℵ11 diye saymaya bafllad›ktan

sonra ℵℵ22 ile devam etmekten daha do¤al bir

istek olamaz. Eleman say›s› ℵℵ22 olan küme

mi? O da elemanlar› gerçel say›lar›n tüm alt
kümelerinden oluflan kümenin eleman say›s›,
yani gerçel say›lar kümesinin kuvvet kümesi-
dir. Bir sonraki say›n›n hangi kümeye ait ol-
du¤unu tahmin etmek art›k zor de¤il. 

Yan Yatm›fl Sekiz
Yine de sonsuzluk bir parça da olsa gize-

mini ve anlafl›lmazl›¤›n› korumaya devam
edecektir. Onun bu durumu üniversite s›rala-
r›nda ö¤renciler aras›nda anlat›lan bir f›kra i-
le örneklendirilir. Genel matematik dersinde
ö¤rencilere limit konusunu anlatan profesör
konuyu tamamlar ve ard›ndan s›n›fa anlafl›l-
mayan bir yer olup olmad›¤›n› sorar. Ö¤renci-
lerden biri söz ister ve sorar ‘Hocam, her fle-
yi anlad›m ama kafama bir fley tak›ld› sorma-
dan geçemeyece¤im” der. Profesör sormas›n›
ister ve ö¤renci flöyle der “Hepsi tamam; ama
flu yan yatm›fl sekiz ne anlama geliyor aca-
ba!!?” 
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