
Gerçek hayatta ya da bir kitapta karfl›-
laflt›¤›n›z bir meselenin bir matematik
problemi olup olmad›¤›n› hemen anlaya-
bilir misiniz? Bir matematik ders kitab›-
n›n konu sonu al›flt›rmalar›n›n matemati-
¤in kapsam›na girdi¤i aç›k. Peki ya gün-
lük hayatta öyle karfl›n›za aniden ç›kabi-
lecek ve sizin verece¤iniz kararlar do¤-
rultusunda sonuçlanacak problemlerin si-
ze sezdirmeden matematiksel çözümler
gerektirmesi mümkün mü?

Uzun bir k›flt› ve nihayet bitti. Yaz gel-
di, havalar da güzelleflti. Akflamüstü gü-
nefl batarken esen ›l›k rüzgar›n serinli-
¤inde yap›lan yürüyüfllerin tad›na doyul-
muyor. Gelin görün ki problemler insan›n
peflini b›rakm›yor. Geçti¤i yere can veren
nehrin etraf›na kurulmufl, yakalar› birbi-
rine köprülerle ba¤layan flehrinizi dolafl-
maya ç›kt›n›z. Nereye baksan›z yeflillik ve
nehir manzaras›…tercihiniz sehirdeki bü-
tün köprülerden geçecek bir yürüyüfl tu-
ru ama flehirde tam 7 köprü oldu¤undan
her köprüden yaln›z ve ancak 1 kere geç-
mek istiyorsunuz, daha fazlas› yorucu
olabilir. Biliyorsunuz ki bu ifl yola ç›k-
makla olmuyor. Elinize geçirdi¤iniz flehir
haritas›ndan kendinizce bir yürüyüfl pla-
n› haz›rlamak daha mant›kl› gibi görünü-
yor.

Birkaç yol denediniz ama do¤ru rotay›
bir türlü keflfedemiyorsunuz. Acaba öyle
bir rota m› yok, ya da var da siz mi bula-
m›yorsunuz? “‹stenen koflullar› sa¤layan
böyle bir gezi plan› çizilemez” demek yet-
miyor, ispatlamak laz›m. Tam da keyifli

bir gezi yapacakken bu problem de nere-
den ç›kt›? Keflke günlük hayatta karfl›la-
flaca¤›m›z her problem böyle hofl(!) olsa…

Königsberg’in Köprüleri
Anlatt›¤›m›z bu flehir Pregel Irma¤› üze-

rindeki iki adan›n köprülerle k›y›lara ba¤-
land›¤› Prusya’n›n Königsberg flehridir. Ak-
flamüstü gezintisini ‘matematik problemine
dönüfltüren kifli de ‹sviçreli Matematikçi
Leonard Euler. Daha önce de koca bir ku-
ram›n matematikçilerin kafas›na tak›lan so-
rularla ortaya ç›kabildi¤ine tan›k olmufl-
tuk. ‹flte bu problemin ortaya ç›kt›¤› 1736
y›l›, ayn› zamanda çizge kuram›n›n bafllan-
g›ç tarihi kabul edilir. Kuram›n oluflmas›n-
da devreye giren mekanizman›n ad›ysa ço-
¤u zaman oldu¤u gibi yine matematiksel
modellemedir.

Matematiksel Modelleme
Model günlük hayatta ifllerimizi kolay-

laflt›rmak için s›kça kulland›¤›m›z bir kav-
ram. Bir flehir plan›, bina maketi ya da ter-
ziye diktirece¤imiz elbisenin ka¤›t üstün-
deki resmi…Tüm bunlar problemi, onunla
bafledebilece¤imiz boyuta ve konuma indir-
gememizi sa¤layan yard›mc› elemanlard›r.
Mimarlar›n tasarlad›klar› bina ile ayn› bo-
yutta bir maket yapmas› ne kadar zor, kul-
lan›fls›z ve gereksizse, Euler’in flehri gün-
lerce dolafl›p uygun rotay› keflfetmeye çal›fl-
mas› ayn› derece de anlams›z olur. Çünkü
zaten böyle bir rota yok; ama bu durum bir
kan›t gerektirmekte.

Elini Kald›rmadan Çiz!
Ö¤renciler aras›nda dolaflan meflhur

bir problem vard›r. Kapal› bir zarf fleklini
her çizginin üstünden yaln›z bir kere ge-
çerek elinizi kald›rmadan çizmek müm-
kün müdür? Cevab› ‘hay›r’ olan bu prob-
lem herkesi u¤raflt›r›r. Sonunda herkes
pes etse de kimse “hay›r böyle bir çizim
yap›lamaz” deme cesaretini gösteremez.
Çünkü bu cevap da kan›t gerektirir. Di¤er
ilginç bir konuysa bunun da bir matema-
tik problemi olmas›.

Çizgiler Kesiflmesin
Karfl›laflaca¤›n›z baflka bir problem de

flöyle olabilir. Yanyana üç ev, her evin
önünde de bir direk var. Direkler, evlere s›-
ras›yla kablolu yay›n, telefon ve elektrik
kablolar› gönderiyor. ‹stenen, her eve 3
kablo gitmesi; ama bu kablolar›n hiçbirinin
birbiryle kesiflmemesi. Böyle bir sistem ya-
p›labilir mi acaba?

Matematiksel
Modelleme
Örnekleri

Matematikte Çizge Kuram› - I
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Matematikçiler problemleri bulundu¤u
yerde çözmektense, kafalar›ndaki soyut
dünyaya çekip onlarla orada u¤raflmay› ter-
cih ederler. Matematik bu nedenle soyut
hatta zor gözükür bizlere.  Somut ile soyut
aras›ndaki geçifle ve bu problemleri, çizge
kuram›n›n nas›l sahiplenip çözece¤ine ta-
n›k olunca belki matemati¤i kendinize da-
ha yak›n bir bilim olarak göreceksiniz. 

Çizge Kuram›
Çizge, köfleleri olan ve bu köflelerin bir-

birine kenarlarla ba¤land›¤› flekillerdir.
Her kenar›n ucunda birer köfle noktas› ol-
mak zorunda olsa da köfle noktalar› ser-
best olabilir. 

Gerçek hayattaki birçok problemin çiz-
gelerle modellenerek çözümlenmesi, olu-
flan çizgelerin özelliklerine ve fonksiyonla-
r›na göre s›n›fland›r›l›p yorumlanmas›, çiz-
ge kuram›n›n kapsam›na girer. Königsberg
flehrinin bir çizgesini çizen Euler, önce ka-
ra parçalar› ve köprüleri s›ras›yla köfle ve
kenarlarla efllefltirdi. 4 kara parças› için 4
köfle noktas› ve 7 köprü için de 7 kenar
çizgisi seçti. Ba¤lant›y› flehir plan›na göre
yapt›: B’den ç›kan 5 kenar (köprü) A,C, ve
D’den ç›kan 3 kenar ve tabii, kenarlardan
biri C’yi B’ye ba¤lamal› ya da A ile B ara-
s›nda 2 köprü oldu¤undan araya iki ba¤-
lant› kenar› çizilmeli gibi ayr›nt›lar› da gö-
zönünde bulundurdu: 

Temel Teorem
Bir teoremi de¤erli k›lan ö¤elerden biri-

si, onun mümkün oldu¤u kadar çok örne-
¤e uygulanabilmesidir.  Özellik ay›rt et-
meksizin tüm çizgeleri içine alan (yani çiz-
geleri genelleyen) bir teorem yazsan›z ku-
ram›n ilerlemesinde çok önemli bir ad›m
atm›fl olursunuz. fiimdi bahsedece¤imiz
teorem elinizi kald›rmadan çizebilece¤iniz
çizgelerin özelli¤ini bildiriyor. Yani tek bir
mekanizmayla köprü ve zarf problemini ve
hatta daha bir çok problemi çözebiliyoruz.

Kavramlar
Çizgeler, köfle noktalar›ndan ç›kan ke-

nar say›s›n›n tek veya çift say› olmas›na gö-
re s›n›fland›r›l›r. E¤er bir çizgedeki tüm kö-

fleler çift ise ona çift dereceli çizge denir.
Herhangi iki köflesinden birden fazla kenar
ç›kanlara çoklu çizge denirken, ayr›k olma-
yan çizgeler de ba¤l› çizge olarak adland›-
r›l›r. Örne¤in, Königsberg için çizilen çizge
çoklu, ba¤l› ve tek dereceli bir çizgedir.
(A,D,C’den 3 B’den 5 kenar ç›k›yor).

Teoreme göre e¤er elinizde ba¤l›, çoklu
ve çift bir çizge varsa, onu elinizi kald›rma-
dan çizebilirsiniz ve ayn› flekilde çoklu,
ba¤l› bir çizgeyi bu flekilde çizmek için
onun tamamen çift dereceli veya en fazla 2
adet tek dereceli köflesi bulunan bir çizge
oldu¤unu temin etmelisiniz. 

Teoremler üretilmeden önce ortaya ge-
nellikle bir tez at›l›r. Bu tez, matematikçi-
nin belli bir mant›¤a dayand›rd›¤› biraz da
önsezi ekledi¤i ifadedir.  Euler’in düflünce-
sine göre çizgeyi çizerken geldi¤iniz bir kö-
fleden farkl› bir kenar yoluyla ç›kmak için
(ki ayn› çizginin üstünden ikinci bir defa
geçmeyesiniz) di¤er bir kenar gereklidir.
Yani girifl+ç›k›fl, hep çift dereceli köfleler
gerektirir. E¤er tek dereceli köfleler varsa,
onlar izleyece¤iniz rotan›n bafl›na ve sonu-
na yerlefltirilebilecek kadar yani en fazla
iki tane olmal›d›r. Çünkü ‘girifl’ ya da ‘gi-
rifl+ç›k›fl+tekrar girifl’ tek derece gerektirir
ve bu ifllem ancak baflta ve sonda yap›labi-
lir. Bu nedenle sadece 2 adet tek dereceli
köfleye izin verilebilir. Ayr›k bir yap›y› el
kald›rmadan çizmenin imkans›z oldu¤u ne
kadar aç›ksa, teoremin ancak ba¤l› çizgeler
için çal›flabilmesi de o kadar aflikard›r. Bu
teoremi referans göstererek zarf problemi-
ni hemen çözebiliriz. Her (4) köflesi tek
olan çoklu ba¤l› zarf çizgesi asla el kald›r›l-
madan çizilemez. Ama teoremin koflullar›-
na uyan flu çizgeler çizilebilir. Neden teore-
min koflullar›n› sa¤lad›¤› ve do¤ru rotay›
keflfetmesi okuyucumuza kals›n. (‹lkinde
tek dereceli köfle ile bafllay›p öbür tek de-
receli köfle ile bitirmeniz gerekti¤ini unut-
may›n!)

Düzlemsel Çizgeler 
Bir çizgenin kenarlar›n›n kesiflmemesi

özelli¤i, çizge kuram›n›n di¤er temel ko-
nular›ndan biri. Tahmin edilece¤i üzere,
bu da evler ve direkler probleminin kapsa-
m›na giriyor. Örne¤in zarf çizgesi düzlem-
seldir. Her ne kadar biraz önce kulland›¤›-
m›z flekilde köflegenleri kesiflse de onu
farkl› çizerek yani köflegenleri d›flar›dan
geçirerek bu problemin üstesinden gelebi-
liriz. Çizgilerinin kesiflmedi¤i en az bir çi-
zime sahip olmas› onun düzlemsel olmas›
için yeterlidir.

Bu iki çizge ayn›d›r. Çizge kuram›n›n
ve topolojinin Geometriden ayr›lmas› bu
noktada bafllar. Geometride nicelik (say›-
sal özellikler) ön plana ç›karken topoloji-
de nitelik önemlidir. Geometri kapsam›n-
da bu iki fleklin ayn› olmas› mümkün mü?
Aç›s› farkl›, uzunlu¤u farkl› her fleyden
önce görünüflü farkl›…Ama flekiller çizge
kuram› s›n›rlar› içine girdi¤i anda eflittir-
ler ya da efl yap›ya sahiptirler; çünkü iki
flekilde de her köfleden 3 kenar ç›karken
kenar ve köfle say›lar birbirine eflittir.

Di¤er çizge çeflitleri ve K3,3
Eldeki somut problemi çizge kuram›na

aktarma konusunda biraz tecrübe edindi-
¤imize göre 3 ev ve 3 direk problemini so-
yutlaflt›rmak daha kolay olacak. Ev ve di-
rekler için toplam 6 nokta her 3 direkten
ç›kan 3’er kablo için toplam 9 kenara ihti-
yac›m›z var: 

Bu çizgenin dikkati çeken bir özelli¤i
var; ama ne? Evler ve direkler kendi ara-
lar›nda hiç ba¤lanmazken her evden her
dire¤e bir ba¤ kurulmufl. Gösterimi Kn,m

ile yap›lan bu tür çizgelerde köfleler iki
ayr›k kümeye ayr›l›yor, birbiri ile kenar
ba¤lant›s› yap›lmas›na izin verilmiyor ve
karfl› kümedeki her köfle ile mutlaka bir
ba¤ yapmas› gerekiyor.  

Bir çizge K3,3 içeriyorsa o çizge  kesin-

likle düzlemsel olamaz; çünkü K3,3 düz-

lemsel bir çizge de¤ildir. Bu ifadenin ispa-
t› biraz daha teknik ayr›nt› gerektiriyor.
Hatta düzlemsel olmayan çizgelerin de
özelliklerini genelleye temel bir teoremi-
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miz de var. fiimdilik burada durup akl›m›-
z›n soyut cephesine eklenen yeni bilgile-
rin özümsenmesini bekleyelim, önümüz-
deki ay çizgelerin di¤er özellikleri ve il-
ginç sorular›n çizge kuram›na nas›l mo-

dellendi¤iyle devam edelim. Belki bu ara-
da flu sorunun cevab›n› düflünmek istersi-
niz: Bir partiye gelen herhangi 6 kifliden
en az 3’ü (ikifler ikifler) birbirini ya tan›-
yor ya da tan›m›yordur. Aksi mümkün

mü? de¤ilse neden? Cevab›n› yine çizge
kuram› ile arayaca¤›m›z bu soruyu da
önümüzdeki aya b›rak›yoruz.

N i l ü f e r  K a r a d a ¤
karadagnilufer@yahoo.com
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Gökhan arkadafl›m›za bu çal›flmas›n›
bizlerle paylaflt›¤› için teflekkür ediyor ve
e¤itim hayat›nda baflar›lar diliyoruz. He-
nüz lise y›llar›nda böyle bir formülü keflfe-
dip, onu matemati¤e has bir yaz›mla ifade
edebilmesi, üniversite y›llar›nda matema-
tik çal›flma alternatifini göz önünde bulun-
durmas› gerekti¤ini tavsiye etme¤e itiyor
bizleri. 

Matematikçilerin temel ifli teorem is-
patlamakt›r. Bazen yap›lan ifllemler sonu-
cunda teorem kendili¤inden ortaya ç›kar.
Bazen de yap›lan gözlemler ve önseziler
(köprü problemindeki gibi) bir tez ortaya
at›p ispat aray›fl›na sürükler matematikçi-
leri. Ama kimi zaman ortaya at›lan iddialar
çal›flsa da ispatlar› kolay kolay buluna-
maz. Kan›t olmadan da bu sonuçlar geçer-
li say›lamaz. Bunun en güzel örne¤i mate-
matikçi Goldbach’›n asallarla ilgili ortaya
att›¤› iddiad›r.  Haziran 1742’de Gold-
bach, Euler’e yazd›¤› bir mektupta

“2’den büyük her çift say›, iki asal sa-
y›n›n toplam› fleklinde ifade edilebilir” 

önermesinin, ya do¤ru oldu¤unu ispat-
lamas›n› ya da bunu sa¤lamayan bir örnek

göstererek yanl›fl oldu¤unu ispatlamas›n›
istemifltir. Bugüne kadar bu ifadenin z›tt›
bir örnek bulan olmad›ysa da onu ispatla-
yan da henüz ç›kmad›. Ama flu bir gerçek
ki birgün bu kestirimi ispatlayan ç›karsa
ünü en az Goldbach kadar fazla olacakt›r.
Sadece birkaç as›rl›k bir problemi çözdü-
¤ü için de¤il, ayn› zamanda zekas›n›n ona
kazand›raca¤› 1 milyon dolarl›k ödülü ka-
paca¤› için de…

Sizlerden gelen mektuplarda genellikle
bir kaç örnekle çal›flt›¤› gösterilen iddialar
var ama ispatlar› ya da ispat giriflimlerin-
den bahsedilmemifl.  Ortaya att›¤›n›z bir
iddiay› ispatlaman›z ya da en az›ndan bu-
nu denemeniz sizi oldukça gelifltirecek ve
görüfl aç›n›z› geniflletecektir.

Gökhan arkadafl›m›z›n da örnekle des-
tekledi¤i iddias› do¤rudur. Yani buna bir
teorem diyebiliriz. ‹spat›n› yapmad›¤› (ya
da mektubunda göndermedi¤i) için ispat›
biz yapt›k. Yap›lan ispat, teoremin daha
önceden bulunmufl oldu¤unu kendili¤in-
den göz önüne serdi¤i için önemli!. Ar-
kadafl›m›z bu sonucu Fermat’›n küçük te-
oremini bilmeden kendi gözlemleri ile kefl-
fettiyse bunun oldukça umut verici bir du-
rum oldu¤unu eklemekte fayda var. Fer-
mat’›n küçük teoremi lise müfredat› kap-
sam›nda ö¤retilen bir bilgi de¤il.  Bu teo-
rem flöyle:

fiimdi okuyucumuzun tezini ispatlaya-
l›m:

Önce b asal a da 1’den büyük pozitif ve
b’nin kat› olmayan bir tamsay› olsun. Fer-
mat’›n küçük teoremine uygulanabilen bu
iki say› ile flu sonucu elde ederiz:

Do¤rulu¤unu göstermek istedi¤imiz
yani okuyucumuzun bize iletti¤i ifade ise:

Bu iki ifadenin görüntüsünden arada
bir geçifl oldu¤u hissediliyor. Temelinde
modüler aritmetik bilgisi gerektiren bu ge-
çifli modüler aritmeti¤in tan›m› ile sa¤laya-
biliriz. E¤er

fleklinde yaz›l›rsa diyoruz.

Tan›m› elimizdeki ifadelere uygularsak
Fermat’›n küçük teoremi tan›m gere¤i:

‹spatlamak istedi¤imiz ifadeyse:

fleklini alacakt›r.
Tan›mlar yaz›l›nca aradaki geçifl rahat-

l›kla görülüyor. ‹lk ifadede her taraf› a sa-
y›s›yla çarpar›z:

fiimdi flart› sa¤land›¤› ve c1

tam say› oldu¤u için modüler aritmeti¤e
geri geçebiliriz.

Bu ispat gösteriyor ki ifade b asal ve a
ile b aralar›nda asal iken de çal›fl›yor yani
a’y› asal seçip teoremi daraltmaya gerek
yok.

K›saca elimizdeki sonuç  Fermat’›n kü-
çük teoreminde mod dahil her taraf› a ile
çarparak elde edilebiliniyor. Bu nedenle
“bilinen bir ifadedir” demek yanl›fl olmaz.
Bilinen bir denkli¤in her taraf› ayn› say›y-
la çarp›larak bulundu¤u düflünülürse Fer-
mat’›n denkli¤inin bizi ilerletti¤inden da-
ha fazla ilerletmeyecektir. Ama kendisi ifa-
deyi bu yolla de¤il de gözlemler yolu ile el-
de ettiyse bu daha önce de belirtti¤imiz gi-
bi umut verici olabilir.  

N i l ü f e r  K a r a d a ¤  

Asallara ‹liflkin Bir Formül 
Merhaba;
Nisan say›s›ndaki asall›k konusu dik-

katimi çekti ve asal say›larla ilgili bir
araflt›rma yapt›m. Yapt›¤›m çal›flmada
bir fley fark ettim:

a ve b iki asal say› olsun. Öyleyse afla-
¤›daki eflitlik sa¤lan›r:

ifllemi k›saltmak için kulland›¤›m k›-
saltmalar›n tan›mlar› da flöyle.

Örne¤in;

Bu formülü farkettim, bulunup bu-
lunmad›¤›n› merak ediyorum. Cevaplar-
san›z sevinirim.

Gökhan Deveci
Süleyman Nazif Lisesi, Avc›lar/‹stanbul

Bir Buluflum Var

E¤er siz de kaydetti¤iniz önemli bir bulgu ol-
du¤unu düflünüyorsan›z dergimize gönderin
ve onu sizin için de¤erlendirelim. Adresimiz:

TÜB‹TAK Bilim ve Teknik Dergisi,
Buluflumu De¤erlendirin Köflesi,
Atatürk Bulvar› No:221 
Kavakl›dere-ANKARA 
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