MATEMATIKTE CIZGE KURAMI - |

MATEMATIKSEL
MODELLEME
ORNEKLERI]

Gercek hayatta ya da bir kitapta karsi-
lastiginiz bir meselenin bir matematik
problemi olup olmadigini hemen anlaya-
bilir misiniz? Bir matematik ders kitabi-
nin konu sonu alistirmalarinin matemati-
gin kapsamina girdigi acik. Peki ya glin-
lik hayatta dyle karsiniza aniden cikabi-
lecek ve sizin vereceginiz kararlar dog-
rultusunda sonuclanacak problemlerin si-
ze sezdirmeden matematiksel c¢ozlimler
gerektirmesi mimkiin ma?

Uzun bir kist1 ve nihayet bitti. Yaz gel-
di, havalar da gtizellesti. Aksamdisti gu-
nes batarken esen 1lik rlizgarin serinli-
ginde yapilan yiriytslerin tadina doyul-
muyor. Gelin gortin ki problemler insanin
pesini birakmiyor. Gectigi yere can veren
nehrin etrafina kurulmus, yakalar1 birbi-
rine koprilerle baglayan sehrinizi dolas-
maya ciktiniz. Nereye baksaniz yesillik ve
nehir manzarast...tercihiniz sehirdeki bu-
tiin koprilerden gececek bir ylirtyus tu-
ru ama sehirde tam 7 képri oldugundan
her kopriiden yalniz ve ancak 1 kere gec-
mek istiyorsunuz, daha fazlasi yorucu
olabilir. Biliyorsunuz ki bu is yola ¢ik-
makla olmuyor. Elinize gecirdiginiz sehir
haritasindan kendinizce bir yiriyus pla-
n1 hazirlamak daha mantikli gibi gorinu-

yor.

Birkac yol denediniz ama dogru rotay1
bir tiirli kesfedemiyorsunuz. Acaba dyle
bir rota m1 yok, ya da var da siz mi bula-
miyorsunuz? “Istenen kosullar1 saglayan
béyle bir gezi plani ¢izilemez” demek yet-
miyor, ispatlamak lazim. Tam da keyifli

BiLiMvTEKNIK B Temmuz 2005

bir gezi yapacakken bu problem de nere-
den ¢ikti? Keske gunlik hayatta karsila-
sacagimiz her problem bdyle hos(!) olsa...

Konigsberg’in Koprtileri

Anlattigimiz bu sehir Pregel Irmagi tize-
rindeki iki adanin képrilerle kiyilara bag-
landig1 Prusya’nin Konigsberg sehridir. Ak-
samiisti gezintisini ‘matematik problemine
doniistiiren kisi de Isvicreli Matematikci
Leonard Euler. Daha énce de koca bir ku-
ramin matematikcilerin kafasina takilan so-
rularla ortaya cikabildigine tanik olmus-
tuk. Iste bu problemin ortaya ciktigi 1736
yili, ayn1 zamanda ¢izge kuraminin baslan-
gic tarihi kabul edilir. Kuramin olusmasin-
da devreye giren mekanizmanin adiysa ¢o-
gu zaman oldugu gibi yine matematiksel
modellemedir.

Matematiksel Modelleme

Model giinliik hayatta islerimizi kolay-
lastirmak icin sikca kullandigimiz bir kav-
ram. Bir sehir plani, bina maketi ya da ter-
ziye diktirecegimiz elbisenin kagit (sttin-
deki resmi...Tim bunlar problemi, onunla
basedebilecegimiz boyuta ve konuma indir-
gememizi saglayan yardimci elemanlardir.
Mimarlarin tasarladiklari bina ile ayni bo-
yutta bir maket yapmasi ne kadar zor, kul-
lanigsiz ve gereksizse, Euler’in sehri giin-
lerce dolasip uygun rotayi kesfetmeye calis-
masi ayni derece de anlamsiz olur. Clinku
zaten boyle bir rota yok; ama bu durum bir
kanit gerektirmekte.

Elini Kaldirmadan Ciz!

Ogrenciler arasinda dolasan meshur
bir problem vardir. Kapali bir zarf seklini
her cizginin tsttinden yalniz bir kere ge-
cerek elinizi kaldirmadan ¢izmek mtm-
kiin muidir? Cevabi ‘hayir’ olan bu prob-
lem herkesi ugrastirir. Sonunda herkes
pes etse de kimse “hayir boyle bir cizim
yapilamaz” deme cesaretini gosteremez.
Clnkd bu cevap da kanit gerektirir. Diger
ilging bir konuysa bunun da bir matema-
tik problemi olmasi.

Cizgiler Kesismesin

Karsilasacaginiz baska bir problem de
soyle olabilir. Yanyana (¢ ev, her evin
ontinde de bir direk var. Direkler, evlere si-
rasiyla kablolu yayin, telefon ve elektrik
kablolar1 génderiyor. Istenen, her eve 3
kablo gitmesi; ama bu kablolarin hicbirinin
birbiryle kesismemesi. Boyle bir sistem ya-
pilabilir mi acaba?

telefon elektrik

kablolu yayin



Matematikgiler problemleri bulundugu
yerde ¢ézmektense, kafalarindaki soyut
diinyaya ¢ekip onlarla orada ugrasmay: ter-
cih ederler. Matematik bu nedenle soyut
hatta zor goztkiir bizlere. Somut ile soyut
arasindaki gecise ve bu problemleri, ¢izge
kuraminin nasil sahiplenip cézecegine ta-
nik olunca belki matematigi kendinize da-
ha yakin bir bilim olarak goreceksiniz.

Cizge Kurami

Cizge, koseleri olan ve bu késelerin bir-
birine kenarlarla baglandigi sekillerdir.
Her kenarin ucunda birer kdse noktasi ol-
mak zorunda olsa da kdse noktalart ser-
best olabilir.
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Gercek hayattaki bircok problemin ciz-
gelerle modellenerek c¢6ztimlenmesi, olu-
san cizgelerin 6zelliklerine ve fonksiyonla-
rina gore siniflandirilip yorumlanmasi, ¢iz-
ge kuraminin kapsamina girer. Kénigsberg
sehrinin bir ¢izgesini cizen Euler, 6nce ka-
ra parcalart ve koprileri sirasiyla kése ve
kenarlarla eglestirdi. 4 kara parcasi igin 4
kose noktast ve 7 kopri igin de 7 kenar
cizgisi secti. Baglantiyr sehir planina gore
yapti: B’den ¢ikan 5 kenar (képri) A,C, ve
D’den ¢ikan 3 kenar ve tabii, kenarlardan
biri C’yi B’ye baglamali ya da A ile B ara-
sinda 2 kopri oldugundan araya iki bag-
lant1 kenar ¢izilmeli gibi ayrintilar1 da go-
zéntinde bulundurdu:

A
A

D

Temel Teorem

Bir teoremi degerli kilan égelerden biri-
si, onun mimkiin oldugu kadar ¢ok érne-
ge uygulanabilmesidir. Ozellik ayirt et-
meksizin tim ¢izgeleri icine alan (yani ¢iz-
geleri genelleyen) bir teorem yazsaniz ku-
ramin ilerlemesinde ¢ok 6nemli bir adim
atmis olursunuz. Simdi bahsedecegimiz
teorem elinizi kaldirmadan cizebileceginiz
cizgelerin 6zelligini bildiriyor. Yani tek bir
mekanizmayla képri ve zarf problemini ve
hatta daha bir cok problemi ¢ézebiliyoruz.

Kavramlar

Cizgeler, kése noktalarindan ¢ikan ke-
nar sayisinin tek veya cift say1 olmasina go-
re siniflandirilir. Eger bir cizgedeki tiim ko-
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seler cift ise ona ¢ift dereceli ¢izge denir.
Herhangi iki kdsesinden birden fazla kenar
cikanlara ¢oklu ¢izge denirken, ayrik olma-
yan cizgeler de bagli cizge olarak adlandi-
rilir. Ornegin, Kénigsberg icin cizilen cizge
coklu, bagli ve tek dereceli bir cizgedir.
(A,D,C’den 3 B’den 5 kenar cikiyor).

Teoreme gore eger elinizde bagl, coklu
ve ¢ift bir ¢izge varsa, onu elinizi kaldirma-
dan cizebilirsiniz ve ayni sekilde ¢oklu,
baglt bir ¢izgeyi bu sekilde cizmek icin
onun tamamen cift dereceli veya en fazla 2
adet tek dereceli kosesi bulunan bir ¢izge
oldugunu temin etmelisiniz.

Teoremler tiretiimeden Once ortaya ge-
nellikle bir tez atilir. Bu tez, matematikgi-
nin belli bir mantiga dayandirdig: biraz da
Onsezi ekledigi ifadedir. Euler’in diistince-
sine gore cizgeyi cizerken geldiginiz bir ko-
seden farkli bir kenar yoluyla ¢ikmak icin
(ki ayni cizginin Usttinden ikinci bir defa
gecmeyesiniz) diger bir kenar gereklidir.
Yani giris+cikis, hep c¢ift dereceli koseler
gerektirir. Eger tek dereceli késeler varsa,
onlar izleyeceginiz rotanin basina ve sonu-
na yerlestirilebilecek kadar yani en fazla
iki tane olmalidir. Clinkd ‘giris’ ya da ‘gi-
rig+cikig+tekrar giris’ tek derece gerektirir
ve bu islem ancak basta ve sonda yapilabi-
lir. Bu nedenle sadece 2 adet tek dereceli
koseye izin verilebilir. Ayrik bir yapiyi el
kaldirmadan cizmenin imkansiz oldugu ne
kadar aciksa, teoremin ancak bagli cizgeler
icin calisabilmesi de o kadar asikardir. Bu
teoremi referans gostererek zarf problemi-
ni hemen c¢o6zebiliriz. Her (4) kdsesi tek
olan coklu bagh zarf cizgesi asla el kaldiril-
madan cizilemez. Ama teoremin kosullar:-
na uyan su cizgeler cizilebilir. Neden teore-
min kosullarini sagladigi ve dogru rotay
kesfetmesi okuyucumuza kalsmn. (ilkinde
tek dereceli kése ile baslayip 6biir tek de-
receli kose ile bitirmeniz gerektigini unut-
mayin!)

Diizlemsel Cizgeler

Bir ¢izgenin kenarlarinin kesismemesi
Ozelligi, cizge kuraminin diger temel ko-
nularindan biri. Tahmin edilecegi tzere,
bu da evler ve direkler probleminin kapsa-
mina giriyor. Ornegin zarf cizgesi diizlem-
seldir. Her ne kadar biraz 6nce kullandigi-
miz sekilde kosegenleri kesigse de onu
farkli cizerek yani késegenleri disaridan
gecirerek bu problemin tstesinden gelebi-
liriz. Cizgilerinin kesismedigi en az bir ci-
zime sahip olmasi onun diizlemsel olmasi
icin yeterlidir.
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Bu iki cizge aynidir. Cizge kuraminin
ve topolojinin Geometriden ayrilmasi bu
noktada baslar. Geometride nicelik (sayi-
sal ¢zellikler) 6n plana cikarken topoloji-
de nitelik énemlidir. Geometri kapsamin-
da bu iki seklin ayni olmasi miimkiin mu?
Acist farkli, uzunlugu farkli her seyden
once gorlntsi farkl...Ama sekiller ¢izge
kurami sinirlar icine girdigi anda esittir-
ler ya da es yapiya sahiptirler; ¢linkd iki
sekilde de her koseden 3 kenar cikarken
kenar ve kése sayilar birbirine esittir.

Diger cizge cesitleri ve Ks,5

Eldeki somut problemi ¢izge kuramina
aktarma konusunda biraz tecriibe edindi-
gimize gore 3 ev ve 3 direk problemini so-
yutlastirmak daha kolay olacak. Ev ve di-
rekler igin toplam 6 nokta her 3 direkten
¢ikan 3’er kablo icin toplam 9 kenara ihti-
yacimiz var:

ev3

ev2

evi

Bu cizgenin dikkati ceken bir é6zelligi
var; ama ne? Evler ve direkler kendi ara-
larinda hi¢ baglanmazken her evden her
direge bir bag kurulmus. Gosterimi K,

ile yapilan bu tiir cizgelerde koseler iki
ayrik ktimeye ayriliyor, birbiri ile kenar
baglantisi yapilmasina izin verilmiyor ve
karsi kiimedeki her kose ile mutlaka bir
bag yapmasi gerekiyor.

Kis Ks4 Ka4
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Bir cizge Kj 5 iceriyorsa o cizge kesin-
likle diizlemsel olamaz; ctinki K4 diiz-
lemsel bir cizge degildir. Bu ifadenin ispa-
t1 biraz daha teknik ayrinti gerektiriyor.
Hatta dtizlemsel olmayan cizgelerin de
ozelliklerini genelleye temel bir teoremi-

Temmuz 2005 K2l BILIM«wTEKNIK



miz de var. Simdilik burada durup aklimi-
zin soyut cephesine eklenen yeni bilgile-
rin G6zlimsenmesini bekleyelim, 6niimtiz-
deki ay cizgelerin diger oOzellikleri ve il-
gin¢ sorularin cizge kuramina nasil mo-

dellendigiyle devam edelim. Belki bu ara-
da su sorunun cevabint distinmek istersi-
niz: Bir partiye gelen herhangi 6 kisiden
en az 3’0 (ikiser ikiser) birbirini ya tani-
yor ya da tanmmiyordur. Aksi mimkin

Bere B, wlisurn Yar

Asallara Iligkin Bir Formdil

Merhaba;

Nisan sayisindaki asallik konusu dik-
katimi cekti ve asal sayilarla ilgili bir
arastirma yaptim. Yaptigim calismada
bir sey fark ettim:

a ve b iki asal say1 olsun. Oyleyse asa-
gidaki esitlik saglanir:

£ =a (mod foc?)

a

islemi kisaltmak icin kullandigim ki-
saltmalarin tanimlari da soyle.

fr=a"ve foc'=a-b

Ornegin;

£ =x (mod foc3)
2° = x (mod 2-5)
32 = x (mod 10)
32 =2 (mod 10)

Bu formtilii farkettim, bulunup bu-
lunmadigini merak ediyorum. Cevaplar-
saniz sevinirim.

Gokhan Deveci
Siileyman Nazif Lisesi, Avcilar/istanbul

Gokhan arkadasimiza bu ¢alismasini
bizlerle paylastig1 icin tesekkiir ediyor ve
egitim hayatinda basarilar diliyoruz. He-
ntiz lise yillarinda béyle bir formdli kesfe-
dip, onu matematige has bir yazimla ifade
edebilmesi, tniversite yillarinda matema-
tik calisma alternatifini g6z 6ntinde bulun-
durmasi gerektigini tavsiye etmege itiyor
bizleri.

Matematikgilerin temel isi teorem is-
patlamaktir. Bazen yapilan islemler sonu-
cunda teorem kendiliginden ortaya cikar.
Bazen de yapilan gézlemler ve Onseziler
(koprii problemindeki gibi) bir tez ortaya
atip ispat arayisina stirikler matematikgi-
leri. Ama kimi zaman ortaya atilan iddialar
caligsa da ispatlar1 kolay kolay buluna-
maz. Kanit olmadan da bu sonuglar geger-
li sayilamaz. Bunun en giizel 6rnegi mate-
matikci Goldbach’in asallarla ilgili ortaya
attigr iddiadir. Haziran 1742’de Gold-
bach, Euler’e yazdigi bir mektupta

“2’den buiytk her cift sayi, iki asal sa-
yinin toplami seklinde ifade edilebilir”

O6nermesinin, ya dogru oldugunu ispat-
lamasini ya da bunu saglamayan bir 6rnek
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gostererek yanlis oldugunu ispatlamasini
istemistir. Bugtline kadar bu ifadenin zitt:
bir 6rnek bulan olmadiysa da onu ispatla-
yan da hentiz ¢ikmadi. Ama su bir gercek
ki birgtin bu kestirimi ispatlayan ¢ikarsa
tnd en az Goldbach kadar fazla olacaktir.
Sadece birkac asirlik bir problemi ¢6zdu-
8u icin degil, ayn1 zamanda zekasinin ona
kazandiracagi 1 milyon dolarlik 6duli ka-
pacagi igin de...

Sizlerden gelen mektuplarda genellikle
bir kac 6rnekle calistigr gosterilen iddialar
var ama ispatlar1 ya da ispat girisimlerin-
den bahsedilmemis. Ortaya attiginiz bir
iddiay: ispatlamaniz ya da en azindan bu-
nu denemeniz sizi oldukca gelistirecek ve
gorts aginizi genisletecektir.

Gokhan arkadasimizin da érnekle des-
tekledigi iddias1 dogrudur. Yani buna bir
teorem diyebiliriz. Ispatini yapmadigi (ya
da mektubunda gondermedigi) icin ispati
biz yaptik. Yapilan ispat, teoremin daha
onceden bulunmus oldugunu kendiligin-
den goz oniine serdigi icin onemli!. Ar-
kadasimiz bu sonucu Fermat'in kiiciik te-
oremini bilmeden kendi gozlemleri ile kes-
fettiyse bunun oldukc¢a umut verici bir du-
rum oldugunu eklemekte fayda var. Fer-
mat’'in kictk teoremi lise mufredat: kap-
saminda Ogretilen bir bilgi degil. Bu teo-
rem soyle:

p asal , 1l # 0ve p’nin kat: olmamak {izere

n”™" = 1(mod p)

Simdi okuyucumuzun tezini ispatlaya-
lim:

Once b asal a da 1’den biytik pozitif ve
b’nin kat1 olmayan bir tamsay1 olsun. Fer-
mat’in kiictik teoremine uygulanabilen bu
iki say1 ile su sonucu elde ederiz:

a"" =1 (mod b)

Dogrulugunu gostermek istedigimiz
yani okuyucumuzun bize ilettigi ifade ise:
a” =a (mod a-b)

Bu iki ifadenin gortintiisiinden arada
bir gegis oldugu hissediliyor. Temelinde
modtler aritmetik bilgisi gerektiren bu ge-
¢isi modiiler aritmetigin tanimi ile saglaya-
biliriz. Eger

x=ck+r,r<k; rnkEN; x,c,EZ

seklinde yazilirsa x =7 mod(k) diyoruz.

mu? degilse neden? Cevabini yine cizge
kurami ile arayacagimiz bu soruyu da
ontimtzdeki aya birakiyoruz.
Niltfer Karadag
karadagnilufer@yahoo.com

Tanimi elimizdeki ifadelere uygularsak
Fermat’in kiiciik teoremi tanim geregi:

a"™ =ch+l,c,EZ
[spatlamak istedigimiz ifadeyse:
a’"=c,b+a,c,€Z
seklini alacaktir.
Tanimlar yazilinca aradaki gecis rahat-

likla goriliyor. ilk ifadede her tarafi a sa-
yistyla carpariz:

a-a" =a-ch+al,c €Z
a” =cab+a
Simdi @ <ab sarti saglandigi ve c¢;

tam say1 oldugu icin modiiler aritmetige
geri gecebiliriz.
a” = a (mod ab)

5439 ?
423

Ay /
4000

logg ?

Q7
?
546l

Bu ispat gosteriyor ki ifade b asal ve a
ile b aralarinda asal iken de calistyor yani
a’y1 asal secip teoremi daraltmaya gerek
yok.

Kisaca elimizdeki sonu¢ Fermat'in ku-
clik teoreminde mod dahil her tarafi a ile
carparak elde edilebiliniyor. Bu nedenle
“bilinen bir ifadedir” demek yanlis olmaz.
Bilinen bir denkligin her tarafi ayni sayiy-
la carpilarak bulundugu dustintliirse Fer-
mat’'m denkliginin bizi ilerlettiginden da-
ha fazla ilerletmeyecektir. Ama kendisi ifa-
deyi bu yolla degil de gozlemler yolu ile el-
de ettiyse bu daha 6nce de belirttigimiz gi-
bi umut verici olabilir.

Niltufer Karadag
Eger siz de kaydettiginiz 6nemli bir bulgu ol-

dugunu diisiiniiyorsaniz dergimize gonderin
ve onu sizin icin degerlendirelim. Adresimiz:

TUBITAK Bilim ve Teknik Dergisi,
Bulusumu Degerlendirin Kosesi,
Atatiirk Bulvan No:221
Kavaklidere-ANKARA




