Muammer Abali

Gel de Sevme

Gegen sayidaki Matemanya késemizi okuyanlar hatirlayacaklar; sonsuzla biraz oynadik.
Ne kadar eglenceli oldugunu gérdiik. Aslinda, icine girdigimizde, matematigin

ne kadar bliyiilii oyunlar oldugunu gériiriiz. Ama sonsuzun biiytisti gibisi yoktur.
Sonsuzun bliyiisiini ise George Cantor kadar 6niim(ize seren yoktur.

1845 yilinda Rusya'da dogmus bir Alman olan Cantor, 1918'de, ne yazik ki

bir akil hastanesinde bu diinyadan gegti gitti. Matematik diinyasina kattiklarini,

baska bir matematik dehasi David Hilbert su climle ile ifade etmis:

“Hi¢ kimse bizi, Cantor’un bizim icin yarattigi cennetten ¢ikaramaz.”

Bu sayimizda, iste bu cennetteki oyuncaklarin bir kagina séyle bir bakalim.
Unutmayin, sonsuzla oynayacadiz. Akliniza sahip olmaya ézen gésterin!

Gergel (ya da gergek) sayilar dogrusunun sifir, bir arahigini distine-
lim. Hem 0 hem de 1 araligin iginde olsun. Bilmeyen ya da hatirlama-
yanlar icin sdyleyeyim, eger bir sayr arahiginin en kiiclik ve en biylk
sayilari araligin icinde ise bunlara kapali aralik diyoruz ve [0,1] seklin-
de g0steriyoruz. Evet, simdi [0,1] araligindan (1/3,2/3) agik araligini
(eger son noktalar araliga dahil degilse, buna da acik aralik dedigimi-
zi hatirlatmig olayim) kesip atalim:

0 1

ile baslayip,

0 1/3 2/3 1
elde ettik.

Dikkat ederseniz, (1/3,2/3) agik aralik oldugundan, hem 1/3 hem
de 2/3 noktalari geride kaldi; atilmadi.

ikinci adimda, hem [0,1/3] araliginin hem de [2/3,1] araliginin or-
ta Ugcte birlerini kesip atalim: Yani (1/9,2/9) acik araligini ve (7/9,8/9)
acik araligini kesip atalim. Elimizde [1,1/9], [2/9,1/3],[2/3,7/9], [8/9,1]
araliklar kalsin. Kolaylik olmasi icin asagidaki sekilde ifade edersek,

o __ 173 2/3___ 1
durumu ¢ikti ortaya.

Bu orta Ugcte birleri kesip atma isine devam edecegiz ama 6nce
bir noktaya dikkatinizi cekmek istiyorum: Sekilden de goreceginiz gi-
bi, kesip atilan parcalar agik araliklar oldugundan, bazi noktalar hig-
bir zaman kesilip atilan kisimlarda kalmayacaktir: 0, 1/9, 2/9, 1/3, 2/3,
7/9, 8/9, 1 sayilari 6rnegin, simdiden ka¢ adim gidersek gidelim, dai-
ma geride kalacaklari gériintyor.

Birka¢ adim daha gittigimizde su sekle e —
benzer bir sey elde edecegimizi hemen go6- {’
.. — —
receksiniz: +
Koselere sayilari yazmadigima bakma- - - - -
yin. Hayal glctintzi kullanirsiniz nasil ol- *r
sa. Oralarda kapali araliklarin alt ve Gst nok- ue wm * ue m
talarini gosterir sayilar var. Grafige sayilari —— ——
sigdirmak zor diye yazmadim. {r
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Bu gordliguinliz, Cantor'un bir kurgusu.

Orta Ucte birleri kesip atma isine sonsuza kadar devam etsek ne olur?

Acaba kesilip atilmis olan parcalarin uzunlugu ne kadardir dersiniz?

ilk adimda 1/3 uzunlugu kesip atmistik hatirlarsaniz. ikinci adimda
2 tane 1/9, lglinct adimda 4 tane 1/27 uzunlugu, dérdiincti adimda
8 tane 1/81 uzunlugu atiliyor ve bdylece devam ediyor.

GoOrdugimiizi yaziyorum simdi:
1.adim 2'"'=2°ane (1/3)’
2.adim2*'=2"tane (1/3)?
3.adim 23'=2%ane (1/3)
n. adim 2"'tane (1/3)"
bu acik araliklarin uzunluklarini n sonsuza giderken toplayacagiz:

1,2 4 8 =2
PRI A TR DI
1
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Bu toplama isleminin sonucu hakkinda siipheye kapilmayin. Ko-
numuzun disinda oldugu icin tGzerinde durmayacagim. Bana glive-
nin, sonug dogru.

GOrdiguniz dogru. Kesip atilmis uzunluklarin toplami, baslangig-
taki uzunlugun aynisi, yani 1.

Peki, acaba geriye ne kaldi sizce?

Tuhaf ama gergek: Geriye kalan sayilarin sayisi, ise basladigimizda-
kilerle ayni. Sayllamaz sonsuz sayida sayi vardi; gene o kadar sayi var.

Bakinca gordiiguimiiz kdselerde kalan sayilar var dncelikle:

0,1,1/9,2/9,1/3,2/3,7/9,8/9,1/27...

Ama bunun disinda sayilar da kaliyor; hicbir zaman kdseye gelme-
yecek sayilar da var. Ornegin % bunlardan birisi.

Geriye kalan kiimenin adi Cantor kiimesi. Bu kiimenin, ise baslar-
ken kullandigimiz [0,1] araligi kadar “kalabalik” bir kiime oldugunu
soylemekle yetineyim burada. Bunun ¢ok sik bir ispati var. Kesirli sayi-
larin 2 tabanina gore yazilmasindan yararlaniliyor. Ayrintisiyla sizi Giz-
meyeyim! Cantorun dehasi.
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Size bagska bir Cantor glizelligi:
Gercel sayilarin sayllamazligini nasil
gOsterebiliriz acaba?

Sayilabilir olsalardi, onlari alt alta yazabilirdik.

Ornek olarak 0 ile 1 arahgindaki sayilar diisiinelim
gene; sayilabilir olduklari igin dogal sayilarla bire bir es-
leyebilirdik. Sirali olmalarina aldirmayalim. Rastgele lis-
teleyelim; yeter ki hepsi listede olsun.

1-0,764598
2-0,200000
3-0,0136789
4-0,29311448

Listemiz bu sekilde sonsuza kadar devam etsin ve
gercel sayilari eksiksiz olarak bu listede toplamis olalim.
Yani bu listede olmayan herhangi bir gercel sayi kalma-
mis olsun. Sayilabilir olmalar bunu gerektirir. Dogal sa-
yilarla da bire bir esledik gercel sayilari; yinelemis olayim.

Ama simdi soyle bir say1 dustinelim:

Virgulden sonraki soldan ilk basamakta, ilk sayinin
soldan ilk basamaginin 1 fazlasi olsun; yani 7+1=8. Sol-
dan ikinci basamakta, listedeki ikinci sayinin soldan ikin-
ci basamagdinin 1 fazlasi olsun; yani 0+1=1. Soldan ti¢iin-
cl basamakta, listedeki lglinci sayinin soldan tgiinci
basamagindaki sayinin 1 fazlasi olsun; yani 4. Ve boyle
devam etsin. Kurguladigimiz sayinin soldan n. basama-
ginda, listemizdeki n. sayinin soldan n. basamagindaki
sayinin 1 fazlasi olsun.

Yukaridaki kiiclk listemizi sonsuz bir liste gibi genis-
letmis olarak hayal edin ve Y ile gdsterecedim yeni sayi-
mizi yazalim:

Y=0,8142... seklinde olacaktir.

Bu sayinin ilk hazirladigimiz listede olmasi mimkiin
degil.

1 ile esledigimiz ilk sayimizdan farkh ¢lnki ilk basa-
maklari farkli. 2 ile esledigimiz ikinci sayidan farkl ¢linki
2. basamaklari farkli; Gglinct sayidan farkl ¢tinki 3. basa-
maklari farkli. Hayal edin, listemizde dogdal sayilarla esle-
yerek siraladigimiz rastgele n. say1 Y'den farkli olmak zo-
rundadir, ¢linkii n. basamaklari farkli olacaktir. Oyleyse, Y
sayisinin listede olmasi mimkiin degil. Alin size bir celiski.

O halde baslangigta yazdigimiz liste bitiin gercel sa-
yilariigine almis olamaz.

Cantor’un diagonal ispati adi verilen bu ispat, ger-
cel sayilarin sayilamaz sonsuz bir kime oldugunun ka-
nitidir.

iste bu sayilamaz sonsuz olan kiimenin eleman sayi-
si, sayllabilir sonsuz dedigimiz kiimenin (dogal sayilar 6r-
negin) elemen sayisindan daha blyuktir ve bu kiimenin
eleman sayisina Aleph 1 deniyor ve

N

1

isaretiyle gosteriliyor. Akla dikkat:
Sonsuzdun daha buyik bir sonsuz:
Aleph 0'dan buyuk aleph 1!

Baska bir guizellik:

Gene sifir, bir kapali araligini distintin. Hatirlanacadi
Uzere [0,1] olarak yaziyorduk. Buna birim aralik da denir.
Simdi bu araligi kendi kendisiyle carpalim. Elimizde bir
birim kare var: [0,1]x[0,1]. Yani gercel diizlemde eni, bo-
yu 1 olan bir kare. Hatirlarsiniz, bu karenin elemani olan
bir nokta (p noktasi olsun) p=(x,y) seklinde g0sterilir. Bu-
rada x ve y gercel sayilar.

Sorumuz su:

Acaba [0,1] araliginin eleman sayisi mi biyuktir yok-
sa birim karenin eleman sayisi mi?

Cantor, uzun yillarnini verdigi bu probleme soyle bir
yanit bulmus:

Birim kareden herhangi bir sayr alalim. Ornek olsun
diye p=(0,7324571, 0,6433210) olsun. Cantor bu sayiy!
x=0,76342343527110 sayisiyla esliyor. Dikkat ederseniz
bu son sayi p'nin koordinatlarinin ériilmis sekli. ilk ko-
ordnattan ilk basamak, sonra ikinci koordinatin ilk basa-
mag, sonra ilk koordinatin ikinci basamagi, sonra ikin-
ci koordinatin ikinci basamagi ve bdylece devam ediyor.
Yani, birim karedeki her sayi, gercel eksendeki bir sayiyla
bire bir eslenmis oluyor.

ilging degil mi?

Bu sistemle diizlemden 3 boyutlu uzaya, oradan 4
boyutlu uzaya vb. benzer esleme yapilabilir. Ve buradan
anlayabiliriz ki aslinda buttin bu kiimeler, gercel sayilarla
ayni sonsuz seviyesindedir ve eleman sayilari aleph 1'dir.

Sayilabilir sonsuz aleph 0; sayillamaz sonsuz aleph 1.

Soyle bir iliski bile var:

ZNO — &

Bunun ayrintisina da girmeyelim izninizle.
Zaten yeterince kafa karistirdi degil mi!
Yani iste boyle akil oyunlari da var
matematigin icinde.

Sizce de siirsel degil mi!
Gel de sevme!

Yeni ders doneminde basarilar dilerim.
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