atematikgiler, ¢ok biiyiik sayilan dii-

siinmekten hi¢ korkmazlar, fakat
herhangi biiyitk bir sayi, ne kadar biiyiik
olursa olsun belirlidir ve sonludur. Orne-
gin diinya iizerindeki insan niifusu milyar-
larca mertebededir ve sayilabilir, su halde
sonlu sayidadir. Bir plajdaki ince kum ta-
neciklerinin sayist ne kadar fazla olursa
olsun, yine de sayilabilir, yani sonludur,
bir bugday tarlasindaki basaklar sonlu sa-
yidadir, hattd basaklardaki tanecikler de
sonlu sayidadir. Ancak, tabii sayilar dedi-

‘ﬁmiz vel 2,3,45

...............

ile gdster- ]

digimiz sayilar, sonsuza kadar uzamrlar,
clinkii ne kadar bilyiik sayilara erigirsek
eriselim, yine de saydiimizdan daha bii
yiik bir say1 bulabiliriz. Diyelim ki, (N),
saydigimiz en biiyiik tabii sayiy1 gostersin.
(N + 1) ise, (N) den bir fazla say1 oldu-
gundan, en biiyiik sayidan da biiyiik bir
saytr mutlaka var olacaktir. Buna gore,
tam ve tabii sayilar sonsuza kadar uzar
gider diyebiliriz.

Diger bir sonsuzluk smifi, tabii sayila-
rin kareleri olan smmiftir, 6rnegin :

1, 4,9, 16, 25, 36, 49,

sayilan da sensuza kadar uzandifindan, ta-
bii sayilarin kareleri olan sayilarin ait ol-
dugu smif ta sonsuzdur. Ciinkii, (n*) gibi
bir sayiya erigsek dahi, bu sayida durama-
yiz, zira (n + 1)?, (n) den bir fazla olan
saymin karesi olacaktir,

Buraya kadar verdigimiz izahattan anli-
yoruz ki, iki tane sonsuz smf var. Biri,
tam ve tabii sayilar simfi. Oteki, bu sayr-
larin kareleri olan yine tam ve tabii sayi-
lar simfi.. Acaba, hangi simf daha biiyiik ?

«Hangi simif daha biiyiik» derken, han-
gisi daha fazla ve biiyiik sayilan kapsa-
mina ahyor demek istiyoruz.

Once sunu soyleyebiliriz ki, ikinci si-
miftaki sayilarin hepsi, birinci simfta da
vardir. Ciinkii (n?) tabii bir say1 oldugun-
dan (n?) nin birinci simifta da mevcut ol
masi gerekir. Ote yandan birinci sinifta

mevcut bir cok sayilar ikinci simfta mev-
cut degildir. Mesela tam kare olmayan

P. CHC AT TR - T - vs. gibi say |

lari ikinci simfta goremeyiz. Buna gore
acaba, her iki simfta da sonsuz sayilar ol-
masina ragmen, birinci simiftaki sayilarin
ikinci ssmiftaki sayilara nazaran daha fazla
oldufunu soyleyemez miyiz? Bagka bir
deyisle birinci simif, ikinci simfa nazaran
«daha fazla fazla sonsuzdur» diyemez mi-
iz ?

Bu problem cok eskidir, Gallile, «Dio-
log» adh eserinde bu probleme deginmis
ve esitlik ya da esitsizliklerin yalmz sa-
yilabilen sonlu sayilar i¢in uygulanabile-
cegini belirtmisti. Gallile'ye gore, eger iki
simif ta sonsuz ise, birinin Gbiiriine naza-
ran «daha biiyiik sonsuz» olmasi diistiniile-
mez, zira boyle bir mukayese yapmak im-
kansizdir.

1873 wilinda Alman matematikgilerin-
den Canter, sonsuzluk kavram {izerinde
galisirken bu probleme bir bagka yonden
yaklasmay1 denedi. $oyle ki:

Eger, herhagni sonlu bir simif iginde 21
adet «var» dersek, bundan ¢ikaracagimz
anlam bir, iki, ¢, dért, ............... yirmi,
yirmi bir sayisimin ifade ettifi kadar bii-
yiikliik olacaktir. Yani, her bir nesneye (es-
yaya) bir say1 verilirse, yirmibir sayis1 da
nesne sayisimin  yirmibir adet oldugunu
gostermis olacaktir. Bu matematik dilinde
bire bir tekabiil demektir.

Bire bir tekabiil i¢in bir difer 6rnek ve-
relim. Diyelim ki, bir odada 21 sandalye
vardir. Eger odaya girdigimde 21 sandal-
venin de dolu oldufunu goriirsem, 21 kisi-
nin bu odada mevcut oldugunu anlarim.
Eger baz: sandalyeler bos ve sahipsiz ise,
kisi sayisimin 21 den az oldugunu, sandal-
yeler dolu ve bir kag kisinin de ayakta
kaldifimi goriirsem, 21 den fazla kisinin bu
odada mevcut bulundugunu anlamis olu-
rum, Iste bu Grnekte sandalyelerle kisiler
arasinda bire bir tekabiil vardir. Eger san-
dalyeler, kisilerden fazla goriiniiyorsa, san-
dalye sayis1 kisi sayisindan daha biiyiik ¢i1-
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kacaktir. Eger sandalyeler dolu, kisiler
ayakta ise, kisi sayis1, sandalye sayisindan
daha fazla olacakur.

Biitiin bunlar agik, belirli ve kolay kav-
ramlar olmasina ragmen, aslinda Cantor™

un diisiincesine benzemekiedir, Soyle ki:

Eger iki sonsuz simfin sayilan —ya da
iiveleri, elemanlar diyelim— arasinda bi-
re bir tekabiil varsa, bu taktirde iki son-
suz sinif birbirine esittir diyebiliriz, Mate-
matiksel olarak bir M simfi, diger bir N
simifina esitse, M~ N yazilabilir, Bu, M
ile N arasinda bire bir tekabiiliin mevcut
oldugunu gosterir, Diger yandan U bir bas-
ka sinifsa, ve U ile N arasinda bire bir te-
kabiil varsa bu taktirde N ~ U yazlabilir,
Bu ise ayni zamanda, M ~ U demektir,,

$imdi tekrar sayilarimiza donelim, ve
scnsuz sayidaki tabii sayilar simfimi (clim-
lesini) ele alalim :

| IR e e AT ]

Bire bir tekabiil igin tabii sayilar simfi
ile, tabii sayilarin kareleri olan diger bir
simift diigiinelim :

1,4, 9,'16,25, 36, 49 ... 001

Birinci simiftaki (n) sayisimin, ikinci si-
mftaki (n*)) sayisina tekabiil etmesi igin :

12E S0 s
14916253649

......

seklinde yazilmasi gerekir. Tabiidir ki, her
sayl igin ayn ayn bire bir tekabiilii gos-
termege liizum yoktur, fakat gidis yolu bu
olacaktir,

Simdi de ¢ift savilar ciimlesi ile tabii
sayilar climlesini ele alahm ve bire bir te-

kabiiliin varh@mm gorelim :
N2V 50T cerais OO ars
2468101214 ............ Int

Ayni sekilde 1ek sayilar ciimlesi ile, ta-
bii sayilar ciimlesini goz oniine alalim :

R AR T e e |
135791113 oeveeeees, 1 ... |

Goriiliivor ki, burada da bire bir teka-
biil sarti saglanmistir,

Bu {i¢ misali de gordiikten sonra, simdi
diger bir misale gegelim. Cantor'un vapt-
g1 gibi, sonsuz sayida bir simf diistinelim.
(p) ve (g) tam sayi olduguna gore, p/q
sayilabilir, vani p/q sinifi ile tam sayilar
sinify arasinda bire bir tekabiil vardir,

Pozitif kesirli sayilar, sayilabilir say-
da elemanlara sahip simflar iginde diisii-
niilebilir. Ornegin (0) ile (1) arasindaki
kesirli sayilar ciimlesini :

1 25 =3 + n

2 3 4 s iy |
seklinde yazabiliriz. Ote yandan ayni se-
1

kilde (0) ile (—) arasindaki sayilan da:
2

2 3 4 n |

3 7 9

seklinde ifade edebiliriz.
Simdi Cantor'un yaptifh sekilde asaf-
daki gibi bir liste hazirlayalun :

Sy |

1 1 1 1
Jl ’2 /"3 "?4 ;
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1 2 =3 \ 4/
S0 2 307 g BN iy 7
i .2 \ 3/ R

| J.’ ,;_—_// <

| 4 44 4 4 A

o = e et ]

| 1 \.2 / 3 4!

1 1 1 1
5 /46 P 8
2 € 2 N
_-2_. r-—-| —_— {-—-'.
5 6 ' 7 \ 8/

3 h 3 3
—_ {—} _ —= iyadih

5 L6/ 7 8

‘ !‘ 4 (4'\.
AT Ll b e

5 L6 7 -s/'

24



5 3 5 3
Ty s Ea
VA

2 (."_ )
1 \2/ 3 ) 4
7 7 7 7
N G Ta
8 8 8
o3 A, A
9 9 9 9
R AN 4 P
10 10 10 10
ATy T
11 11 11 11
ooz 8 &

-~

5 5 5 5 :
8. 7 gty it
6 /6 6 ( 6 H
- LT! =
7 1 7 \ 7
5 T ‘3_’ T
8 8 8 8

= =
9 9 9 9

6 s
10 10 10 10
z T A s s
1 1 1 11
5 6 goae

Listeyi incelediffimizde biitiin sayilarin
kesirli oldugunu goriiriiz, Birinci siradaki
sayilarin veya kesirlerin payinda yalmz (1)
rakkam vardir, paydalaninda ise, 1, 2, 3,
4,5 .....cc....... rakkamlan mevcuttur. Lis-
tenin 2. sirasinda, pay'da (2), payda'da 1,
2,345, ......... 3. sirada payda (3),
payda'da 1,2,3,4,5, ......cccoonn. vs. (n) inc
siradaki kesrin pay1 (n), paydasi da yine
S A, B vy v olacaktir,

Yukardaki listede, parentez igindeki ke-
sirler sadelestifinde daha onceki sira

larda mevcut kesirler elde edilecektir. Or
nefin ikinci sirada,

daha Gneeki sirada (1. sirada) esasen mev-
cut kesirlerdir. Eger bu &zel kesirler he-
saba katilmazsa, ok yoniinde takip edile-
cek bir sayma islemi asagndaki sonucu ve-
rir :

~

B T [ LA N S S R ERR B
M R R T PR L SR TR [
SN Gl SRS S AL RS- T TS PO ]

Buradan tabii sayilarla kesirli sayilarin
arasmda bire bir tekabiil oldugunu anh-
voruz. Boylece biitiin pozitif kesirli say-
larin, sayilamiyace@i neticesine varilmig

oluyor.
Ceviren : TASKIN TUNA
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