
‹çinde bulundu¤umuz ça¤›n bize
ola¤anüstü hediyeler sundu¤unu ka-
bul etmek gerekir. Telefonlar, araba-
lar, bilgisayarlar (dizüstü ve cep), tele-
vizyonlar, çamafl›r ve bulafl›k makine-
leri bunlardan bir kaç›. Daha da nas›l
icatlar hayat›m›za girecek bilemiyo-
ruz. Bildi¤imiz tek fley bu kefliflerin
arkas›n›n kolay kolay kesilmeyece¤i.
Buna karfl›l›k bizler de bu de¤iflime
kay›ts›z kalm›yoruz. Piyasaya yeni
ç›km›fl bir makineyi art›k eskisinden
daha kolay ve çabuk benimsiyoruz.
Hayat›m›za girmesine direnmeden
izin veriyoruz. fiöyle bir 15 y›l öncesi-
ne kadar “›ss›z bir adaya düflsen yan›-
na alaca¤›n üç fley nedir” sorusuna ve-
rilen üç cevaptan biri “renkli ekran bir
televizyon” fleklinde olurdu. fiimdiler-
deyse içinde zaten telefonu ve televiz-
yonu da bar›nd›ran (internet ba¤lant›-
l›) bilgisayarlar tercih ediliyor. Ama bü-
tün bu makineleri üretmek öyle bir an-
da olmufl bir olay de¤il. Bugün sahip
oldu¤umuz herfleyi bizlerden önce ya-
flayan hemen her insan›n milyonlarca
y›l biriktirdi¤i bilgiye borçluyuz. Söz
gelimi zaman içinde yolculuk yapmak
mümkün olsay-

d› da flöyle yontma tafl devrine gidebil-
seydik, bir bilgisayar üretebilir miydik
dersiniz? Somut bir üretim yapmak
zor tabiki. Parçalar›n herbirini üreten
ayr› bir makine laz›m, sonra enerji de
gerekli. Peki bu alternatifi geçmifle dö-
nüp o zamanlar çözülmemifl bir mate-
matik problemini çözmek için kullan-
sak durum farkl› olur mu? Ne de olsa
ihtiyac›m›z olan tek fley ka¤›t kalem ve
bilgi. Soru yaz›ld›¤›na göre ka¤›t ve
kalem varm›fl, bilgiyi de biz götürürüz.
Götürdü¤ünüz çözümü o zama-
n›n in-

sanlar› öyle kolay kolay benimseyemez
belki ama bu, yontma tafl devrinde bil-
gisaya üretmek kadar imkans›z da de-
¤il. Arada edinilmifl kimbilir belki 1000
y›ll›k bir bilgiyi oturup bafltan taramak
gerekiyor, o kadar!

3 Klasik  Problem
Bir pergel ve (ölçüsüz) bir cetvel

kullanarak
Bir aç›y› üçe bölmek
Bir küpün hacminin iki kat›na

eflit hacimli bir küp çizmek
Bir çemberinin alan›na eflit alanl›

bir kare çizmek mümkün müdür?
Matematikle ders harici birazc›k il-

gilenmiflseniz antik Yunan tarihinin-
den (MÖ 500 civar›) ç›kma bu 3 prob-
lemi, özellikle de birincisini ve onun
imkans›zl›¤›n› duymufl olman›z gere-
kir. Tabii bu iflleri yapabilmek için kul-
lanaca¤›n›z aletleri amac›ndan farkl›
flekilde kullanmaya teflebbüs edebilirsi-
niz iflte o zaman bunlar›n mümkün ol-
du¤unu ispatlayabilirsiniz. Fakat kural
ihlali nedeniyle bu do¤ru bir çözüm ol-
maz. (Bu konunun kurallar› ve yap›la-
bilecek olas› hatalar› bu ayki “Bir Bu-
luflum Var” köflesinde etrafl›ca ele al-
d›k.) Üstelik içiniz rahat olsun ki bu çi-
zimlerin yap›labilmesinin imkans›z ol-
du¤u sorular›n formüle edilmesinden
yaklafl›k 2000 y›l sonra da olsa bulun-
mufltur. 2000 y›l öncesinde soruyu or-
taya atan kiflilerin bu ispat› görüp an-
lamalar› için zaman içinde birikmifl bil-
giyi de özümsemeleri gerekir. E¤er ce-
birde grup kuram›n›n derinliklerine in-
memifl ve Galois Kuram› üzerine hiç
bilgi edinmemiflseniz durum sizin için
de onlardan çok farkl› de¤il. Benzer
flekilde Fermat’›n o çok kolay anlafl›l›r
ama çözülmesi 300 y›l alan son teore-
minin ispat›n› da anlamak sa¤lam bir
temel gerektiriyor. Bu nedenle soruyla
amatörce u¤raflan pek çok kifli ispat›
görünce hayal k›r›kl›¤›na u¤ruyor. 

Antika
Problemler
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Aç›y› ikiye bölmek
Kolayca ispatlanan ya da çözülen

teorilerin ilgi çekmeleri zor. Aç›y› 3’e
bölmenin imkans›zl›¤›ndan bu kadar
yayg›n olarak bahsedilince ister iste-
mez s›ralamada 3’den önce gelen 2 ra-
kam›n›n nas›l bir durum yaratt›¤› me-
rak uyand›r›yor. Düz bir mant›kla
“e¤er aç›y› 2’ye bölmek imkans›z ol-
sayd› o da bu problem kadar ünlü olur-
du” diyerek aç›y› ikiye bölmenin müm-
kün oldu¤unu düflünenlerdenseniz
do¤ru yoldas›n›z. Ama bunu geomet-
rik yönden araflt›rmay› da ihmal etme-
mek gerekir. ‹flte aç›y› ikiye bölmenin
yolu:

‹kiye bölünecek aç› ABC aç›s› ol-
sun. Pergelinizle önce B merkezli bir
çember çizin ve aç›n›n kollar›n› A ve
C’de kessin,daha sonra aç›y› bozma-
dan C ve A merkezli çemberleri çizin.
Bu çemberlerin iki kesiflim noktas›
olur: B ve D. Bu noktalar› birlefltirdi¤i-
mizde ortaya ç›kan do¤ru ABC aç›s›-
n›n aç›ortay›d›r. fiekilde çemberlere ait
yay parçalar› gösteriliyor. Çemberleri
aç›kça çizip BD do¤ru parças›n›n aç›-
ortay do¤rusu oldu¤unu ispatlamas›n›
okuyucumuza b›rakal›m (ikizkenar
üçgenlerle kolayca görülebilir).

Çizilir mi Çizilmez mi?
Asl›nda pergel ve ölçüsüz cetvel

kulanarak yap›l›p, yap›lamayaca¤› me-
rak edilenlerin listesi bu 3 ö¤eyle s›n›r-
l› de¤il. Düzgün bir çokgenin çizilebi-
lir olup olmad›¤› da uzunca bir süre
merak konusu olmufl. Düzgün çokgen-
den kas›t, kenarlar› birbirine eflit uzun-

lukta ve tüm iç aç›lar› efl olan kapal›
flekil, eflkenar üçgen, kare, eflkenar
beflgen, alt›gen gibi… Burada sonsuz
eleman oldu¤unu düflünürsek listenin
soru say›s›n›n oldukça geniflledi¤i ko-
layl›kla farkedilir. Bu flekillerden ilk
birkaç›n›n çizimi hemen yap›labiliyor.
Örnek olarak 6’genin çizimini veriyo-
ruz ve eflkenar üçgen ve karenin çizim-
lerini denemenizi tavsiye ediyoruz.

Benzer flekilde bu sorular için de
çizilmesi imkans›z oldu¤u düflünülen-
ler için bir ispat vermek yüzy›llar› bul-
mufl. Ama gelen ispat belli bir n-genin
çizilemeyece¤inden ziyade tüm n’ler
için bir genel sonuç verdi¤inden ol-
dukça k›ymetli. 

Yüzlerce y›l cevaps›z kalan bu ko-
nuya ›fl›k tutan kiflinin Gauss oldu¤u-
nu söylersek flafl›rmazs›n›z belki ama
ortaya ç›kan sonucu görünce bir parça
flafl›rman›z beklenebilir. Gauss öncelik-
le bir türlü çizilemeyen ve bu nedenle
çizilmesi imkans›z olarak düflünülen
düzgün 17-geni pergel ve ölçüsüz cet-
vel kulanarak çizmeyi baflard› (üstelik
bunu yapt›¤›nda henüz 19 yafl›ndayd›).
Bundan 5 y›l sonra da çizilebilir düz-
gün çokgenleri genelledi:

Bir düzgün n kenarl› (n-gen) sa-
dece pergel ve ölçüsüz cetvel kulana-
rak çizilebilirdir e¤er n flu flekilde ya-

z›labiliyorsa: , öy-
le ki p’ler birbirinden farkl› Fermat

asal› yani fleklinde yaz›la-
bilen asallar. Gerçi kendisi bu teore-
mi çizilebilirler için yeter flart olarak
vermiflti ama gerek flart oldu¤una da
inan›yordu. Bunun ispat› da geç ol-
madan Pierre Wantzel’den geldi. Ya-
ni art›k kimin çizilebilir kimin çizile-
mez oldu¤una Fermat asallar› karar
verecekti. fiimdiye kadar sadece 5 ta-
ne Fermat asal› bulundu (ki bunlar:3,
5, 17, 257, 65537)  Sonlu olup olma-
d›¤› da merak konusu. Bu konunun
böyle özel ve nadir bulunur say›lara
ba¤l› bir sonuca varmas› sizce de il-
ginç de¤il mi? Teoremi örneklendir-
mek aç›s›ndan flu tabloyu incelemek
de ifle yarayabilir:

Bu olup bitenlerin hepsi bir oyun
ve oyunun kurallar› eski ça¤larda ya-
flayanlar taraf›ndan konulmufl. Siz
kendi kurallar›n›z› koyarak farkl› bir
kuram üretebilirsiniz. Her seferinde
yapabilecekleriniz ve yapamayacakla-
r›n›z de¤iflecektir. Örne¤in araçlar›n›z
pergel ve cetvel yerine sadece flekil
çizdi¤iniz ka¤›d› katlamaksa aç›y› üçe
bölebilir ya da çemberinin alan›na
eflit alanl› bir kare çizebilirsiniz. Bu
kuram genifl olarak Humiaki Huzita
isimli ‹talyan-Japon matematikçi tara-
f›ndan çal›fllm›flt›r(1992). 

N i l ü f e r  K a r a d a ¤
karadagnilufer@yahoo.com

Kaynakça:
http://www-math.cudenver.edu/~wcherowi/cour-

ses/m3210/hg3lc5.html
http://www.jimloy.com/geometry/trisect.htm
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Cihan arkadafl›m›z›n matemati¤in ol-
dukça s›k› takipçilerinden oldu¤u kolayca
anlafl›l›yor. Kendisine buluflunu bizlerle
paylaflt›¤› için teflekkür ediyoruz. Aç›y›
üçe bölmek problemi onunla u¤raflanlar›
belkide en çok yan›ltan problem olarak ta-
rihe geçmifltir. Bunun sebebinde kuralla-
r›n yanl›fl anlafl›lmas› yat›yor. Asl›nda ku-
rallar net: pergeli çember çizmek için (Ci-
han arkadafl›m›z›n yapt›¤› gibi aç›y› hiç
bozmadan kullanabilirsiniz), cetveli de (öl-
çü kullanmadan) sadece düz çizgi çizmek
için kulllan›yoruz. Öncelikle Cihan arka-
dafl›m›z›n bahsetti¤i Arflimet’in yanl›fl çö-
zümünü aç›klayal›m. fiekil1’i takip edebili-
riz. 3’e bölmeyi tasarlad›¤›n›z aç›:BAC. Bu-
nu bafllang›çta belirtmek önemli! Pergelin
ucunu A noktas›na koyup bir çember çi-
zin. fiimdi BED do¤rusunu öyle çizin ki D,
AC do¤rusu üzerinde olsun ve |DE|
uzunlu¤u çemberin yar›çap›na eflit olsun.
Gerisi de flekilde görüldü¤ü gibi EDA aç›-

s› 3x aç›s› 3’e bölünmüfl hali (x) oluyor. Ar-
flimetin burada en temel kural› ihlal edi-
yor: cetveli ölçme ifllemi için kullan›yor.
Bunu da |DE| uzunlu¤unu çemberin ya-
r›çap›na eflit olmas›n› sa¤larken yap›yor.
Çünkü hem B,E,D do¤rusal olmal› hem de
|DE| yar›çapa eflit olmal›. Cihan arkadafl›-
m›z Arflimet’in bu hatas›n› ortadan kald›r-
mak için kurallar›n do¤rultusunda güzel
bir hamleyi denemifl ve pergeli aç›s›n› boz-
madan kullanm›fl ama maalesef çok s›k ya-
p›lan bir hatay› yapm›fl: rasgele bir aç›y›
3’e bölmek yerine rasgele bir aç›y› 3’e kat-
lam›fl. Bu ikisi benzer gözükse de ayn› fley-
ler de¤il. Çünkü aç›y› üçe bölmek için ifle
o aç›yla bafllaman›z laz›m. Cihan arkadafl›-
m›z yola Arflimet gibi BAC aç›s›n› rasgele
seçerek bu flekilde ç›ksayd› B,E,D noktala-
r›n›n do¤rusall›¤›n› sa¤laman›n mümkün
olmayaca¤› sonucuyla karfl›laflacakt›. Afla-
¤›daki flekillerden görülüyor ki bu do¤ru-
sall›¤› sa¤lamak eldeki materyallerle müm-

kün de¤il. Sa¤lanmay›nca da flekil2’ye ba-
karsan›z DEA üçgeninin d›fl aç›s› gibi gö-
züken 2α d›fl aç› olmaktan ç›kar ve içeri-
deki aç›lar α da olmaz ve 3α’y› 3’e bölmüfl
olmay›z. Ve biz önce B ve E’yi seçti¤imiz-
den bu do¤runun AC’yi kesen D noktas›-
n›n çember üzerinde olmas›n› garanti ede-
meyiz. Bunu garanti edemeyince de
|DE|uzunlu¤unun yar›çapa eflit olmas›n›
sa¤lay›z ve bütün teori çöker. ‹flte rasgele
2 çizim, ikisinde de DEA olmas› beklendi-
¤i gibi ikizkenar ç›km›yor:

Unutmamam›z gereken son bir nokta
da flu bir aç›y› üçe bölmek yetmiyor.Cetvel
ve pergel yard›m›yla üçe bölünebilen aç›-
lar yok de¤il, örne¤in 90° ve 180°. Ama bu
kuram›n amac› al›nan rasgele bir aç›n›n
üçe bölünmedi¤ini kan›tlamak. Bunun is-
pat› da 1837 Pierre Wantzel taraf›ndan ya-
p›ld›. Bu tarz büyük ispatlar çok anlafl›l›r
görünmeyebilir ama en az›ndan inceleme-
yi denemenizi tavsiye ederim. 

N i l ü f e r  K a r a d a ¤
karadagnilufer@yahoo.com

Aç›y› Üçe Bölmek
Ben Cihat Oktay. 2004 y›l› Ocak ay› Bilim

ve Teknik dergisinde “Matematik Kulesi”nde
bir soru vard› ve bu sorunun cevab› yoktu, da-
ha do¤rusu imkans›z oldu¤u ispatlanm›flt›. Bu
soru “Aç›y› Üçe Bölmek” bafll›kl› yaz›n›n alt›n-
dad›r.

Yaz›da sorulan flu idi: “Sadece bir pergel ve
iflaretlenmemifl bir cetvel (düz bir çubuk) yard›-
m›yla verilen bir aç›y› üçe bölebilir misiniz? Ar-
flimet’in yapt›¤› yönteme bir fleyler ekleyerek
belki bu mümkün olabilir. Sorunun alt›nda iki
flart vard› ve bu iki flart ayn› anda sa¤lanmak is-
teniyordu. Ancak Arflimetin yapt›¤› çal›flmada
bunlar sa¤lanmad›¤› için çözüm do¤ru kabul
edilemedi. Bu iki flart fludur:

1) BED do¤ru parças›nda, D noktas› AC
do¤rultusunda olmal›,

2) ED’nin uzunlu¤u çemberin yar› çap›na
eflit olmal›.

flekil1

fiimdi bir çubuk ve pergel al›p beni takip
edin. Üzerine çemberin merkezini çizebilece¤i-
miz bir do¤ru al›n ve pergel yard›m›yla istedi¤i-
niz büyüklükte bir çember çizin. Ben merkezi A
noktas› olan bir çember ald›m.Çizilen bu çem-

berin yar›çap› |AC| uzunlu¤undad›r. fiimdi ya-
r›çap› |AC|  ile ayn› uzunlukta (yani pergelin
aç›s›n› bozmadan) ancak merkezi, çizdi¤imiz
çemberin üzerinde olacak flekilde bir çember çi-
zin. Çizdi¤imiz bu çemberin merkezi E olsun.
Merkezi E noktas›nda olan çember ile çizdi¤i-
miz do¤runun kesiflti¤i nokta, D noktas› olsun.
fiimdi bu D noktas›yla E noktas›n› birlefltirerek
merkezi A noktas› olan çemberin üzerinde bir
B noktas› alal›m. Evet geriye sadece çemberle-
rin merkezlerini (A ve E noktalar›n›) ve B ve A
noktalar›n› birlefltirmek kal›yor.

flekil2

Gördü¤ünüz gibi |DE|=|AE|=|AB|=|AC|
dir. Böylece EDA aç›s›ndan kodlamaya bafllar-
sak;  ∠EDA = ∠EAD = α, ∠BEA = ∠EBA = 2α
ve ∠BAC = 3α olur. Böylece BAC aç›s›n› üçe
bölmüfl oluruz. Sizinde fark edece¤iniz gibi bura-
da bir aç›y› üçe bölmekten ziyade bir aç›n›n 3 ka-
t›n› alarak çözüme ulafl›lm›flt›r. Yani istedi¤imiz
bir aç›y› üçe bu yöntemle bölemeyiz. Kullan›lan
aç›lar› hesaplamak olanaks›z san›r›m. Aç›lar ta-
mamen tesadüfi eseri bulunmaktad›r. Matematik
hayat›n›z› anlaml› k›ls›n. Teflekkürler

Cihan Oktay

Bir Buluflum Var

E¤er siz de kaydetti¤iniz önemli bir bulgu
oldu¤unu düflünüyorsan›z dergimize gönde-
rin ve onu sizin için de¤erlendirelim. Adre-
simiz:

TÜB‹TAK Bilim ve Teknik Dergisi,
Buluflumu De¤erlendirin Köflesi,
Atatürk Bulvar› No:221 
Kavakl›dere-ANKARA 
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