Sahin Kog¢ak

Matematikte Yapisalcilik

2000 yillik Oklid sertiveninin soguk
bir dus gibi gelen ayiktirici ¢6zim, sa-
dece Oklidyen olmayan geometrileri
gln 1s18ma citkarmis olmaktan ibaret
kalsaydi, herhalde saskinlik bir siire
sonra gecer ve mesele de kdllenir gider-
di. Ama matematik bu btiytik ayikmay:
izleyen yiiz yil icinde kékten bir degisi-
me ugradi ve tiimiyle yapisalci bir bili-
me déndstd. Yapisalcilik deyince akla
belki dilbilim ve kiiltiirel antropoloji gi-
bi bilim dallar1 geliyor ama, yapisalcili-
gin en saf sekliyle hikim strdagi bi-
lim dali matematiktir. Oklidyen olma-
yan geometrilerin getirdigi aydinlanma-
dan sonra matematik tam bir baskala-
sim gegcirerek yapilarin ve bunlarin mo-
dellerinin incelenmesine déntsmustdir.

Ben Orhan S. icen'in hatirasina
"kalip" ve ona uysun diye "ayak" de-
dim ama, kaliba genellikle yapi, strik-
tir veya "aksiyomatik sistem", ayaga
da "model" deniyor. Tabii bu modelle-
ri foto-modellerle karistirmamak la-
zim. Ama aslinda bazi benzerlikler de
yok degil. Bir kisinin foto-model ola-
bilmesi igin belli bazi 6l¢iilere ve 6zel-
liklere sahip olmasi gerekiyor. Gerisi o
kadar onemli degil. Bizim modeller
icin de (yani matematikteki modeller
icin de) énemli olan, sé6zkonusu yapi-
nin ya da aksiyomatik sistemin temel
kosullarini (yani aksiyomlarini) sagla-
malar1. Gerisi 6nemli degil.

Modellerin, aksiyomatik sistem igin
gerekli olmayan, ya da onunla hig ilgi-
si olmayan yonleri olabilir. Aslinda bu
kaginilmazdir da. Clinki model daima
somut olmak zorundadir. Ve her somut
objenin (ya da sistemin) sayisiz ayrinti-
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st vardir. Kimi bir acidan 6nemli, kimi
baska bir acidan, kimi de belki tlimdy-
le rastlantisal ve 6nemsiz. Somut obje
ya da sistem, hangi aksiyomatik siste-
me modellik edecekse, ona uyan ¢ehre-
si 6ne c¢ikiyor ve 6nem kazaniyor. Bu
arada, bir yanlis anlamaya da yol ac-
mak istemem: Somut bir obje, nesne ya
da sistemden s6z ederken, ille de elle
tutulabilecek fiziksel nesnelerden s6z
etmiyorum. Bunlar, durumlar, eylem-
ler, olanaklar ve her tirli zihinsel nes-
neler ve kurgular olabilir. Onemli olan,
bunlarin tasavvur glicimiiziin imkan
verdigi ve konunun gerektirdigi ayrin-
tida ve netlikte tanimlanmis ve kimlik
kazanmis olmasidir. Distintilebilen her
sey bu anlamda vardir. Yeter ki baska-
lart sizin ne diistindgiiniiz konusunda
tereddiite dismesinler (tabii eger on-
larla iletismek istiyorsaniz).

Ornegin bir askerin hazirol vaziye-
tinde durmasi bir nesnedir. Ayn1 aske-
rin, bulundugu yerde kendi ekseni et-
rafinda 180° dénmesi (yani geriye don-
mesi) ve gene hazirol vaziyetinde dur-
masl, yani bu hareket, bir baska nesne-
dir. Bu nesnelere "Dur" ve "Dén" diye-
lim ve bunlardan olusan iki elemanl
ktimeyi {Dur, Don} olarak gosterelim.
Bu basit sistemin elemanlar1 arasinda
dogal bazi iliskiler tanimlanabilir. Or-
negin askerin iki kere donmesi, tekrar
eski yerinde durmasi demektir. Somut
sistemlerle boyle iyi tanimlanmis, zi-
hinde bosluk ve tereddiit yaratmayan
sistemleri kastediyorum.

Aksiyomatik sistemlere gelince, icin-
de ne oldugu kesinlikle belli olmayan
birtakim kapali kutulardan olusan, fakat

kutular arast iliskilerin ¢ok dikkatle ta-
nimlanmis oldugu sistemleri kastediyo-
rum. Bir 6rnek vermem, belki bu anlam-
siz laflara biraz anlam kazandirabilir:

Bir kiime dtstinelim, fakat bunun
elemanlarinin neler oldugunu bilme-
yelim. Bu kisilerin, pardon elemanla-
rin hepsi birer kutuya kapatilip, kutu-
larin Gzerleri bantlanmis olsun. Bu
elemanlar arasi iliskiler ise su mahi-
yette olsun: iki eleman kutulardan ¢1-
kartilip bir araya getirildigi zaman, o
iki eleman kiimeden herhangi bir ele-
mani segsinler (bu eleman, secimi ya-
pan o iki elemandan birisi de olabilir).
Sunu da belirteyim ki, secimi yapacak
iki eleman ayni elemanlar da olabilir,
yani bir eleman "kendimle basbasa
kalsam, sunu secerdim" diyebilir.

x ve y gibi iki elemanin bir araya
gelerek sectikleri elemani x + y ile
gosterelim. Ilging veya o6nemli veya
faydali sistemlerin ortaya cikabilmesi
icin bu secimlerin gelisiglizel olmama-
s1 gerekir. Ben bu 6rnekte bu secimle-
rin su kosullara uyacak sekilde yapil-
masini isteyecegim: (Bunlar sistemin
kanunlari, ya da aksiyomlari)

lLx+y=y+x

Yani x ve y elemanlariin yaptigi
secim, y ve x elemanlarinin yaptigi se-
cimle ayni olsun. Ben énceydim, sen
6nceydin yok.

2.(x+y)+tz=x+(y+2)

X, y ve z gibi (ic eleman bir araya ge-
lerek bir secim yapmaya kalksalar ne
olurdu acaba? Biz sadece iki elemanin
bir araya gelerek bir secim yapmalarina
izin verdik. Ancak, (i¢c eleman aralarin-
da soyle bir yola basvurabilirler: Once x



ve y bir secim yaparlar, diyelim ki bir ¢
delegesi secerler; sonra ¢ ve z bir araya
gelerek secimlerini yaparlar: Boyle seci-
len elemana u diyelim. Ama 6nce x ve y
degil de, y ve z bir araya gelerek bir v
delegesi secerler ve sonra x ve v bir ara-
ya gelerek bir w secerlerse ne olacak?
Kosulumuz iste bu durumda u = w ol-
masl, yani sonucun degismemesidir.

Peki, 6nce x ve z bir araya gelerek
bir delege secerler ve sonra o delege ile
y bir secim yaparlarsa sonu¢ ne olur?

(c+tz)+y=x+z+y (2. Kosula gore)

=x+@y+z) (1. Kosula gore)

Demek ki sonu¢ degismezmis. (Bu-
rada bir ispat yapmis olduk!) (Isterse-
niz hemen bir teorem daha kanitlaya-
bilirsiniz: Bu sistemde sonlu sayida
kac eleman bir araya gelirlerse gelsin-
ler, kavgasiz bir secim yapabilirler.)

3.Nazik elemanin varligr: Oyle bir
eleman var olsun ki, baska hangi ele-
manla bir araya gelerek bir secim ya-
parsa yapsin, o elemanin secilmesini
kabullensin: Bu elemani 0 ile gostere-
cek olursak: x + 0 = x.

(iki farkl nazik elemanin olamaya-
cagini hemen gorebiliriz: Diyelim ki 6
elemani da nazik olsun. Bizim nazik
elemanla bu eleman bir araya gelip bir
secim yaptiklarinda sonu¢ ne olur?
0 + 6 = ? Her biri digerine nezaket
gosterecegi icin sonu¢ hem 0, hem 6
olur, yani 6 = 0 olur.)

4.Ters elemanin varlig: Her x ele-
mani icin (-x) ile gosterecegimiz Gyle
aksi bir eleman var olsun ki, bu ikisi
bir araya geldiklerinde ancak nazik
elemanda uzlasabilsinler: x + (=x) = 0.

(Her elemanin tersinin de tek oldu-
gunu n'olur gosterin.)

Boylece bir aksiyomatik sistem, ya
da matematiksel bir yapi yaratmis ol-
duk. Simdi birisi ¢ikar, kendi kutularty-
la gelir, kutulardan tamamen belirli,
"somut" tavsanlari, pardon elemanlari
ortaya cikartir, herhangi iki elemanin
kimi sectigini de séylerse, artik gerisi
merak edene kaliyor. Merak eden, yu-
karidaki dért kosulun saglanip saglan-
madigini yani secimlerin usuliine uy-
gun olarak yapilip yapilmadigini kont-
rol edebilir. Eger kosullar gercekten
saglaniyorsa, bu aksiyomatik sistem
icin, bir model verilmis, yani bu kaliba
uyan bir ayak bulunmus olur. Simdi si-
ze bu aksiyomatik sistem icin, hazirol
vaziyetindeki askerin hareketlerini kul-
lanarak, cok basit bir model verecegim.

Kiimemiz: {Dur, Don}

Secim Kuralimiz: Iki hareket veril-
diginde, bunlar1 ardarda uygulayalim;
sonu¢ ne cikiyorsa, verilen iki eleman
onu se¢mis olsun. Yani,

Dur + Don = Don, Don + Dur = Don

Dur + Dur = Dur, Don + Don = Dur.

(Son iliski iki kere geriye donen as-
kerin tekrar ilk konumuna geldigini
ifade ediyor.)

\

;
;

Simdi artik aksiyomlart kontrol
edebilirsiniz. ilk aksiyomun dogrulu-
gu hemen gériiltiyor. Usenmezseniz,
X, y ve z icin Dur ve Don'leri nasil se-
cerseniz secin, ikinci aksiyomun da
saglandigini gorebilirsiniz. Uctincii ak-
siyom da saglanir, ¢linkii Dur elema-
ninin nazik bir eleman oldugu hemen
belli oluyor. Son aksiyoma gelince, o
da hos bir sekilde saglaniyor: Dur'un
tersi Dur, Don'iin tersi Don. Boylece
simdilik séylenebilecek birsey kalmi-
yor: Bir aksiyomatik sistem ve onun
icin bir model vermis olduk.

Bu sistemi ve modeli 6grendigim
genclik glinlerimde, ilk saskinligr tze-
rimden attiktan sonra, asagidaki iki mo-
delle cikip gelmis ve ileri geri konusa-
rak asistanlarimizi biraz kizdirmistim:

Yukaridaki modele 1. Model diye-
cek olursak,

2. model: Cocuklarin da bilip, sevdi-
8i tek-cift oyunu:

Kiime = {Tek, Cift}

Secim Kurallar::

Tek + Tek = Cift,

Cift + Tek = Tek,

3. model:

Kime = {Dur, Sola Doén, Saga
Don, Geriye Don}

Secim Kurallar::

Dur + Sola Don = Sola Don

Sola Don + Saga Don = Dur

Sola Don + Geriye Don = Saga Don
Vs.

Tek + Cift = Tek
Cift + Cift = Cift

Bu 6rnekleri verdikten sonra dedim
ki, sizin bu aksiyomatik yénteminiz hic-
bir ise yaramaz. Bir siirt alakasiz mo-
del ayn1 aksiyomatik sistemi sagliyor.
Haydi diyelim ki 1. ve 2. modeller bir
sekilde ayni, ama 3. model ne demek
oluyor? Kaldi ki béyle daha sayisiz mo-
del distniilebilir. Bir kaliba kac ayak
girecek? Bu nasil bir ayakkabi?

Bana dediler ki, bazan zayiflik giic-
tlr. Bazan az s6z cok sey séyler. Cok
s0z sahibini baglar. Aksiyomlarin azsa,
ona cok model uyar. Ve modellere refe-
ransta bulunmadan sadece aksiyomlar-
dan cikartabilecegin sonuclar biittin
modeller icin gecerli olur. Bir tasla bin
kus vurmus olursun. Hi¢c gormedigin
modeller icin teoremler ispatlamis olur-
sun. Boyle mucize olur mu? Ama aksi-
yomlarin ¢oksa onlara uyabilecek mo-
deller azalir. Bazan aksiyomlar azsa bile
onlara uyacak model olmayabilir. Boyle
aksiyomlar tabii ki bir ise yaramaz. Di-
ger yandan, bu ddstince aleti, iki tarafi
da keskin bir bicaktir. Oyle aksiyom sis-
temleri vardir ki, onlara uyan esas itiba-
riyle tek bir model vardir. Ya da, senin
deyiminle herhangi iki model "bir sekil-
de ayni"dir. Sen bunu mu istiyorsun?
Bu da baska bir derinliktir. O zaman bu
aksiyom sistemini o modeli tanimlamak
icin kullanabilirsin! Kutulardan hangi
tavsanlarin c¢tkacaginin o zaman gergek-
ten bir 6nemi kalmaz. Hi¢ tanimadigin
bir nesnenin senin icin bilinmeye deger
olan, fakat bilmedigin hicbir y6nti kal-
mamus olur. Tki tarafi da keskin bu han-
cere yapisalcilik denir.

Bunun tizerine bende ceva-
ba kudret kalmadi. ’
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