YUZ YILDIR COZULEMEYEN
PROBLEM

Gectigimiz yil icinde Amerika Birlesik
Devletleri'nde Clay Matematik Enstitui-
su, yeni bir binyila girilmesi nedeniyle,
uzun yillar ¢oziilememis yedi problemi,
binyilin problemleri olarak saptadi ve
her birinin ¢6ztimii icin yiikli birer odiil
koydu. Bu problemlerden biri de,
1854-1912 yillari arasinda yasamis
unli Fransiz matematik¢i Henri Poinca-
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ré tarafindan ortaya atilan bir iddiaya
dayanan ve bugiin "Poincaré Sanisi" di-
ye adlandirilan problemdi. Poincaré’nin
1904 yilinda ortaya attigi bu iddia, bu-
giine kadar ne kanitlanabildi ne de cii-
riittilebildi. Bu saninin bugiine kadar
pek c¢cok yanlis kaniti ileri surildu;
onunla ilgili olarak pek ¢ok yanlis "kar-
s ornek" ortaya atild.



Matematikgileri bir asirdir ugrasti-
ran Poincaré Sanisi'nin, konunun uz-
mani olmayan ama matematige biraz
ilgi duyanlar tarafindan da oldukca
kolay anlasilabilecegini ddstndGgu-
miiz, oldukca basit bir ifadesi var. Bu
saninin anlagilabilmesi icin gerekli
olan anahtar kavram "topolojik esde-
gerlik" olarak adlandirilabilir.

Geometri, kat1 hareketlerin, yani se-
kil, ac1 ve uzunluklari degistirmeyen d6-
nistimlerin ¢alisiimasi olarak diistintile-
bilir. Bir kare ve bir cember, geometrik
olarak birbirinden farkli nesnelerdir;
clinkd birini digerinden kati1 bir diz
lemsel hareket uygulayarak elde ede-
meyiz. Diger bir deyisle, bu iki geomet-
rik nesneden birini diizlemde kaydirip
dondtrerek digeriyle cakistiramayiz.
Bu anlamda, kenar uzunluklart farklh
iki kare, farkli geometrik nesnelerdir.

Ne var ki, gercek hayatta kusursuz
dizgin sekiller yoktur, seklin butu-
niiyle korundugu hareketlere de en-
der rastlanir. Genelde her nesne déni-
simler sirasinda birtakim deformas-
yonlara ugrar. Simdi, deformasyonlari
g6z O6nline alarak hareket kavramimi-
z1 biraz daha genisletmeye calisalim.

Elimizde hamur, lastik serit gibi de-
formasyona elverisli nesneler olsun.
Soyle bir anlagsma yapalim: Parca ekle-
meden veya c¢ikarmadan, ya da nesne-
nin strekliligini bozan kesme, kopar-
ma, delik acma gibi islemleri yapma-
dan, bir hamur parcasi veya bir lastik
seritten, tersine cevrilebilir stirekli bir
deformasyonla elde edecegimiz yeni
sekilleri, ilk sekliyle esdeger farzede-
lim. Esnetme, sikistirma, hamur agma
gibi déndstimler bu tir deformasyon-
larla sonuclanabilecek islemlere érnek
olarak gosterilebilir. Yukarida anlatti-
gimiz tlrden bir deformasyonla birbiri-
ne déndstdrilebilen iki nesne, birbiri-
ne topolojik olarak esdegerdir deriz.
Ornegin, farkli kenar uzunluklarmna sa-
hip iki kare, geometrik olarak farkli
nesneler olduklar1 halde topolojik ola-
rak esdegerdirler. Clinkd bir kare, es-
netme veya sikistirma gibi bir strekli
deformasyon altinda, daha btytk veya
daha kiiciik bir kareye dondstirtlebi-
lir. Hatta, topolojik acidan cember ve
kare bile esdeger nesnelerdir: Uclari
baglanarak c¢ember haline getirilmis
bir sicim veya lastik seride, onu kes-
meksizin bir kare sekli verebiliriz. Boy-
lece, nesneleri topolojik esdegerlik
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baglaminda incelersek uzunluk, ac1 gi-
bi geometrik kavramlar énemini kaybe-
der, nesnelerin stirekli deformasyonlar
altinda degismeyen 6zellikleri (topolo-
jik 6zellikler) 6n plana cikar.

Topolojik esdegerlik kavramini ca-
lismak i¢in gerekli kavram ve teknikle-
rin yeni bir alan olarak ortaya cikis,
Henri Poincaré 'nin 1892 yilinda topo-
loji tzerine yazdigi ilk notla basladi
denebilir. Daha énceleri Euler, Listing,
Moébius, Riemann, Klein ve Betti gibi
matematikcilerin zaman icerisine da-
gilmis bazi ¢alismalari var. Hatta, daha
1679 yilinda Leibnitz, o zamanlar he-
niiz ismi bile ortalikta olmayan topolo-
jik esdegerlik kavramini inceleyecek
yepyeni bir geometri tlrlne gereksi-
nim oldugunu vurgulamistir. Topoloji
s6zcugl, ilk defa, yukarida s6zu edilen
matematikcilerden Listing tarafindan
kullanilmistir. Daha 6nceleri topoloji
s6zcligl yerine, belki "durum analizi"
olarak cevirebilecegimiz "analysis si-
tus" terimi kullanilmaktaydi.
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Kiire basit baglantili bir yiizeydir,
otomobil lastigi basit baglantili degildir.

Simdi de bir futbol topu ve sisiril-
mis otomobil i¢ lastigi alalim. Futbol
topunu saran ¢ember seklindeki bir
lastik seridi, kesmeden ve topun yiize-
yinden ayirmadan siyirarak buizebilir,
bir noktada toplayabiliriz. Ama bir oto-
mobil lastigini enine olarak saran bir
lastik seridi, otomobil lastigi ya da se-
ridi kesmeksizin siyirarak bir noktaya
blizemeyiz. Bunu, "topun ytzeyi basit
baglantilidir", ama otomobil lastiginin
ylizeyi degildir" diye ifade ediyoruz.

Futbol topu yiizeyi ve sisirilmis oto-
mobil i¢ lastigi, matematikte kiire ve
tor adin1 verdigimiz iki yiizey 6rnegi-
dir. Her iki ytizeyde de bir ic, bir de dis
ylizey ayirdedebiliriz. Her yiizey tara-
findan saglanmayan bu oézellik, érne-
gin, "kiire, yonlendirilebilir bir ytizey-
dir" diye ifade edilebilir. Dogada bu
ozelligi tasimayan, yani tek yuzli yu-
zeyler de vardir. Bunun belki de en ta-
ninmig 6rnegi “Mobius seridi” dedigi-
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Mdbius seridi tek tarafli bir yiizeydir

miz yizeydir. Uzunca, dikdértgen sek-
lindeki bir seridin iki kisa kenarini, k-
segenlerin uclarindaki noktalar birbi-
riyle eslesecek sekilde (seridi bir defa
burarak) bir araya getirir ve yapistirir-
sak bir Mébius seridi elde ederiz. Boy-
le bir seridi bir noktasindan baslayarak
ve fircay1 kaldirmadan boyarsak her ta-
rafini boyamis oldugumuzu géririz.
Yukarida tamimladigimiz topolojik
esdegerlik ve basit baglantililik kavram-
lar1 daha yiiksek boyutlarda da anlamli-
dir. Tipki iki boyutlu uzayda noktalari
bir referans sistemi sayesinde iki koor-
dinatla ifade edebildigimiz gibi, daha
yiiksek boyutlardaki noktalar1 da iki-
den cok sayida koordinatla ifade edebi-
liriz. Ornegin icinde yasadigimiz ti¢ bo-
yutlu uzayda her nokta, ticlti dik bir ko-
ordinat sistemine gére, ti¢ koordinatla
ifade edilebilir. Tarihsel olarak, ikiden
ytiksek boyutlu ytizeyler, koordinatlar
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Her kapali, yonlendirilebilir yiizey, ya bir kiireye ya da kulplu bir kiireye topolojik olarak esdegerdir.

belli denklemleri saglayan nokta kiime-
leri olarak ortaya ¢ikmistir. Bunlara her
sonlu boyutta rastlanabilir. Aslinda, ma-
tematikte “manifold” dedigimiz bu da-
ha genel ylizeylerin tanimi biraz dikkat-
li yapilmali. Ancak bu derece ayrintiya
inmeyecek, bunlardan ytizey veya yuk-
sek boyutlu yiizeyler diye s6z edecegiz.
Stireklilik kavrami ¢cok dogal bir sekil-
de daha ytiksek boyutlara genellestirile-
bilir. Boylece, 6rnegin stirekli deformas-
yonlardan, ve ylksek boyutlu bir ylizey
tizerinde kapal1 bir egrinin, stirekli bir
deformasyonla bir tek noktaya buiziil-
mesinden s6z edilebilir.

Matematikte en 6nemli problemler-
den biri, iki veya daha ytiksek boyutlu
ylizeylerin topolojik esdegerlik bagin-
tisina gore siniflandirilmasidir. iki bo-
yutlu ytizeyler i¢in bu siniflandirma bi-
liniyor. Her iki boyutlu, yonlendirilebi-
lir, kapal1 (yani kenarlar1 olmayan) yu-
zey, bildigimiz standart kiireye veya
sekildeki gibi, sonlu herhangi sayida
ici bos kulp eklenmis bir kiireye topo-
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lojik olarak esdegerdir. Ornegin, oto-
mobil lastigi, yani tor, ufak bir defor-
masyonla tek kulplu kiireden elde edi-
lebilir. Farkli sayida kulp eklenmis k-
relerinse birbirlerine topolojik olarak
esdeger olmadigi bilinmektedir.

Burada konumuz acisindan ¢ok
onemli bir nokta sudur: Basit baglan-
tii kapali, yonlendirilebilir bir yiizey,
topolojik olarak standart kiireye esde-
ger olmak zorundadir. Ciinkii herhan-
gi bir sayida kulp eklenmis bir kiire,
basit baglantili degildir.

Poincaré, so6zlini ettigimiz bu
6nemli noktanin ti¢c boyutlu ytizeyler
icin de dogru olup olmadigini sorgula-
mis, ve bunun sonucunda Poincaré Sa-
nist dedigimiz iddiay1 ortaya atmistir.
Poincaré Sanisi soyle ifade edilebilir:

Her basit baglantili, kapali, yon-
lendirilebilir tic boyutlu ytizey, ti¢ bo-
yutlu standart kiireye topolojik ola-

rak esdegerdir.
Bu sani heniiz ¢6ziime kavusmamis
olsa da pek cok yeni matematiksel ku-

ramin dogup gelismesine vesile olmus-
tur. Bu saninin daha yiiksek boyutlu
genellestirmeleri ortaya atilmis, ama
isin ilgin¢ yond, bunlar hentiz g bo-
yuttaki problem ¢6ziim beklerken, ¢6-
zlime kavusturulabilmistir. Yine de
bunlar ¢ok 6nemli sonugclardir ve mate-
matik tarihinin en énemli kilometretas-
lar1 arasinda yerlerini almistir. 1961 y1-
linda Stephan Smale bes ve besten bi-
yik boyutlarda, 1982 yilinda Michael
Friedman dért boyutta Genellestirilmis
Poincaré Sanisini ¢6zerek buglin mate-
matigin en saygin 6dild olarak bilinen
"Field Madalyas1" ile 6diillendirilmisler-
dir. Cok seyin bilindigi birinci ve ikinci
boyut ile, topolojik problemleri ¢6zebil-
mek icin yeterince manevra alanina sa-
hip oldugumuz daha yiiksek boyutlar
arasina sikismis tictincl boyuttaysa Po-
incaré Sanisi yillara ve kuramlara di-
renmekte, ¢6ztiimi hald pek cok mate-
matikcinin dislerini stislemektedir.
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