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Matematikte bazi problemler yalnizca eglenceli oldugu icin ortaya atilir. Bunlarin
P coziimiinuin bilimde yeni ufuklar acmasi degil, cozene zevk vermesi beklenir.
Problem ve sonucu yeterince eglenceli ise degisik versiyonlari ortaya atilir ve

P eglence siirduriiliir. Her ne kadar bu cesit problemler eglence olsun diye ortaya

® cikartilmislarsa da ¢oziimleri bazen derin matematik teknikleri gerektirir.

Bu yaziya konu olan iplerle ilgili problem de ilk kez 1748 yilinda ortaya atildi. Zaman
icinde ufak tefek degisikliklerle tekrar tekrar soruldu. Tam istenen ¢6ziim ise ancak

£ 2020 yilinda bulunabildi.

Bugtin iste bu problemdeki iplerle ilgilenecegiz.



Problemin Oykiisii:
Baslangic¢

Problemimizin ilk versiyonu 1748’de Ladies Diary
adli yulik bir dergide yayumlandt. Yalniz bu halinde
bir keci dedil, bir at vardi. Problemde, yuvarlak bir
havuzun dis kenarina uzunlugu havuzun gevresi
kadar olan bir iple baglanmis atin havuz ¢evresinde
otlayabilecedi alanin bulunmast isteniyordu.

Eder atin ipini havuz yerine bir kaziga baglasaydik
atin otlanacagt bolgenin alant elbette ipin
uzunlugunu yart ¢ap olarak alacagumiz bir

dairenin alanina esit olacaktt. Kazik yerine havuz
koydugumuz zaman, hem atin havuzun kapladigt
alanda otlamayacagint hem de at havuz etrafinda
dolasmaya baslayinca havuzun kenarlarina dolanan
ipin atin uzanabilecedi bolgeyi kisitlayacagint goz
onunde bulundurmamiz gerekecek.
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Bu problemin ¢6ztimu, s6zinu ettigimiz dergi yillik
oldugu i¢in ertesi yil yayunlandt. Yani, okuyucular
arasinda merak edenlere problem uizerine ¢alismalart
icin koca bir yul stire tanindi veya ¢6zimu merak
edenlere sabursizlikla ge¢mesini bekledikleri bir yil
verildi.

Biz problemin bu ilk haliyle ilgilenmeyecegiz.

At Yok Oluyor!

Matematikgilerin havuz etrafinda cereyan eden bir
problemi duyup da problemi bir de havuz i¢inde
sormadan gegebileceklerini diisiinmek abes olur.
Elbette 6ntinde sonunda bir matematik¢i ¢ikip att
daire seklindeki bir otlaga baglayip ne buytuklikte bir
alanda dolasabilecedini soracaktt ve sordu da! Ama bu
sorunun ortaya ¢itkmast ylz yildan fazla sirdu.

Amerikan Matematik Birliginin (Mathematical
Association of America) meshur aylik dergisi
Monthly’nin 1894’teki ilk sayisinda bekledigimiz
problem nihayet soruldu. Derginin 30 numaralt
geometri problemi olarak sorulan bu soruda at yoktu,
sadece kesisen iki cember vardt.

Alan bir birim olan dairenin ¢evresi tizerinde bir
merkez alinarak ikinci bir daire ¢izilmis, ortak kesisim
alanlart yarim birim oluyorsa ikinci dairenin alant kag
olur diye sorulmustu.

Dikkat ederseniz problemin bu haliyle at ve havuzla
ilgisi kalmadt ve kusursuz bir geometri problemine
dontsti. Matematikgiler ata ve havuza bakarken
sadece cemberleri ve daire alanlart gérmusler.
Disaridaki alant degil de igerideki alant hesaplayalim
demisler.

Peki ama bu versiyonda neden at ve havuz yok
olmus? Clinki matematikgiler probleme bakinca
sadece geometri gormiisler, astrofizik¢ilerin yildizlara
bakinca sadece nikleer reaksiyon gordikleri gibi.




At Kegi Olarak
Geri Doniiyor!

Insanlar hayvanlarla ilgili problemleri
geometri problemlerinden daha ilging
bulmus olacak ki Monthly dergisindeki
problem, bir siire sonra bir ke¢i bulmacast
olarak ortalikta dolasmaya baslamus.

Bu bulmacada bir keciyi daire biciminde bir
tarlanin kenarina baglhyorsunuz ve keginin
boynuna bagladiginiz ip ne uzunlukta
olmalt ki kegi dairenin yalnizca yarisinda
otlanabilsin sorusuna cevap artyorsunuz.

Kegi Nasil
Esek Olur?

Keci problemi Tiirk matematik diinyasina
doksanlt yillarda bir esek problemi olarak
girdi. Internetin yeni yeni kullanima
girdigi bir donemdi. Ofisimizden hig
ayrilmadan baska sehirlerde, hatta baska
ulkelerdeki meslektaslarimizla internet
aracihigiyla yazismak heyecan vericiydi. \

Nasil olmasin ki? Ne postaneye gitme
zahmeti ne kagida mektup yazma ne

de cevap ne zaman gelecek sabirsizligt
kalmustt. Ustelik yazdiklarumizi herkes aynt
anda okuyabiliyor ve cevap verebiliyordu.

Henuz ¢evrim i¢i goruntili gorisme
konusu bir hayal olarak bile aklimizda
yoktu. Yeni bir bulusun tadint
cikartyorduk. iste béyle bir ortamda
arkadaslardan biri bize bir esek problemi
sordu.

Daire bi¢imindeki bir tarlanin stnirina
baglanan esegin boynundaki ip ne
uzunlukta olmalt ki esek tarlanin ancak
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yarisinda otlanabilsin. Problemin 4 N\
ge¢misini bilmedigimiz i¢in atin kegiye,
ke¢inin de esege nasil donustuguni
merak etmemistik.

Problemi cogumuz hevesle ¢6zdiik ve bize
bir daha bdyle basit seyler sorma diye
arkadasa hava atmayt da thmal etmedik.

Ama

Kazin Ayagi
Goriindiigii Gibi
Degil!

Kaz simdi nereden ¢ikti demeyin! O
lafin gelisi... Biz yine problemdeki kegiye
donelim.

Bu ¢esit problemler, tarla kenarina bir
keci baglayip otladigt alant dlgerek

ve duruma gore ya daha kisa ya da
daha uzun ipler baglayarak, yani
deneme yanilmayla ¢6zlilmez. Problem
matematiksel bir modele gevrilir

ve model Gizerinden ¢Ozulir. Sonra
meraklist bu ¢6zimu alip gercek hayata; k /
esek, keci ya da ata uygulayabilir.

Bu problemin modeli elbette yiiz yil
once Monthly’de ¢ikan problemin

ta kendisi. Yani, kesisen iki dairenin
ortak alant yart ¢aplart cinsinden
hesaplanacak. Bunun i¢in dairelerden
birini sabit tutariz. Ortak alanin bu
dairenin alaninin kagta kagt olmasint
istiyorsak bunu belirten bir denklem
yazariz. Bu denklemi ¢6zersek diger
dairenin yart ¢capinin kag olmast
gerektigini de buluruz.
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Ama her denklem de hemen ¢6ziilemez ki!

Bizim bu modellemede karsimiza ¢itkan denklem

de cebirsel bir denklem dedildir. Yani burada bir
polinomun koklerini aramiyoruz. Kaldi ki o da ¢ok
zor bir problemdir. Biz bu problemde trigonometrik
fonksiyonlar iceren bir denklemi ¢6zmeye ¢alistyoruz.
Bu ¢esit denklemlere askin denklemler denir.

Askin denklemlerde genellikle kok i¢in kapali bir
ifade bulmak zordur. Bunun yerine yaklasik ¢oztimler
arantr. Yaklasik bir ¢6zimun anlamh olmast i¢in
bulunan yaklasimin gercek degerden farkinin
onceden belirlenen bir tolerans miktarint asmamasint
saglayacak bir kuramsal alt yaptya sahip olmast
gerekir.

Yaklasik Coziim
Ariyoruz

Cozmek istedigimiz denklem f(x)=0 olsun. Bu denklemi
saglayan x dederini kapali bir ifade ile yazamayacagimizt
distindigimiizli varsayalim. Cozimu veren yaklasik bir
deder arayacagiz.

Aslinda bu o kadar da kétl bir durum degil. Aradigumiz
kok eger karekok iki olsaydt, kokii kapal bir ifadeyle

vermis olmamiz bize yalnizca entelekttiel bir tatmin
verecekti. Uygulamada biz yine karekok ikinin

sonsuz olan ondalik agilimindan belli sayida terim
kullanabilecektik. Ondalik virgtilden sonraki ilk iki
veya U¢ terimi almak da pek ¢ok uygulama igin yeterli
olacaktt.

Astrofizikgiler pi sayisint genellikle Ui¢ olarak alir ve
onlarin hesaplarinda pi sayisinin oynayacagt etkiyi bu g
say1st yerine getirir.

Demek ki ne aradigumiz1 biliyorsak ve hata payint
kontrol edebiliyorsak yaklasik ¢6ztimiin kiigimsenecek
bir yant yok.

Oyleyse yaklasik kok aramaya baslayabiliriz.

Orta Nokta Yontemi

Ik yéntemimiz akla ilk gelen ve amatér bir ydntem. Bu
yontem aradigumiz koku istedigimiz hassasiyette bize
verecek ama biraz sabirli olmamiz gerekecek ¢tinkt bu
yontem koke ¢ok yavas yaklasir.

Aradigumiz koke f adimt verelim. Bu B sayisinin nerede
olacagt konusunda bir beklentimiz olur genellikle.
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Hicbir problem tizerine bodoslama gidilerek ¢6ziilmez.
Once bir tahminimiz olur, sonra bu tahmine gére
hareket ederiz. Problemi ¢6ziim ¢abamuz ilerledikge,
edinecegimiz yeni bilgiler 1s1ginda, tahminimizi
yeniden ayarlamamiza engel bir durum yok elbette.

Rotast olmayan bir yelkenliye hicbir rizgdr yardim
etmez!

Biz de aradigumiz 3 sayisinin bulunacagint
bekledigimiz yerlerde rastgele sayilar alip f(x)
fonksiyonunun bu sayilardaki degerlerine bakariz.
Fonksiyonumuzun isaret dedistirdigi bir aralik ararz.
Yani deneyerek Oyle a ve b sayilart bulacagiz ki eger
f(a)>0 ise f(b)<0 olacak, ya da f(x)<0 ve f(b)>0 olacak.

Simdi ilerlemek i¢in fonksiyonumuzun

surekli oldugundan emin olmamiz gerekir. Biz
fonksiyonumuzun stirekli oldugunu gozledik diye
distinip devam edelim.

Fonksiyonumugz strekli ve [a,b] araliginda isaret

dedistirdi. Demek ki bu araligin i¢inde bir yerde sifir
oldu. Aradigumiz kok bu aralign iginde.
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Egder bu araligin orta noktasina c der ve
aradigumiz kok i¢in yaklasik deger ¢’dir dersek
yaptigumiz hata (b-a)/2’den bliyiik olamaz.

Yani [ 8 -c/<(b-a)/2.

Eger (b-a)/2 size yeterli hassasiyeti vermediyse
devam edelim.

Elimizdeki [a,b] araliginin orta noktast olan ¢
noktasinda fonksiyonumuzun aldigi degere
bakalum. Bu deger eger stifir ise koku bulduk
demektir. Eger sifir degilse f(c) ya pozitiftir
ya da negatiftir. Bu durumda fonksiyonumuz
ya [a,c] aralidinda ya da [c,b] araliginda isaret
degdistiriyordur.

Fonksiyonumuzun isaret dedistirdigi araligt
alip o araligin orta noktasint kokumuz i¢in
yaklasik deger olarak verirsek yapacagiumiz hata
(b-a)/4’den fazla olamaz.

Eder bu hassasiyet de yetmediyse tatmin
oluncaya kadar devam edebiliriz. Sistem
mukemmel bir sekilde ¢alisacaktir ama pratikte



istenen hassasiyete yaklasmak i¢in yukaridaki islemi
¢ok fazla yinelemek gerektigini goreceksiniz. Bu da
aslinda bir bilgisayar programiyla astlamayacak bir
sorun degil.

Newton Metodu

Bilim diinyasinda adint duydugumuz kisilerin
adlarinin beklenmedik anlarda karsumiza ¢ikmast ¢ok
rastlanan bir olgudur. Bunun nedeni bu insanlarin
¢ok calisip ¢ok sey Uiretmis olmalarindandir. Hayatt

boyunca hig¢bir sey iretmemis bir insanwin adint yuz
yil sonra kim niye hatirlasin?

Newton metodunu uyqulamak i¢in aradigimiz kokin
bulunacag civarda rastgele bir x, sayist segeriz. Bu
bizim ilk tahminimizdir. Eger f(x,)=0 ise aradiumniz
kokia bluyuk bir sans eseri bulduk demektir. Genellikle
bdyle bir sey olmaz elbette! Bu asamada Newton
metodu devreye girer. Fonksiyonumuzun grafiginin
x, noktasindaki teget dogrusunun x eksenini kestigi
noktaya x, deriz. Sonra aynt islemi x, noktasindaki
tedeti kullanarak yineleriz.

/

\ Bu islemi tekrarlayarak aradigimiz t degerine
¢ok ¢abuk varmamiz mimkun. Elbette
yontemin bizi sasurttigt durumlar da olur
ama bu teknik ayrintilara girmeyelim. Hata
payt hesaplar yerine de x,, x,, x,, ... dizisinde
birbirini takip eden sayilarin basamaklart
aynt olmaya baslayinca duracagimizt kabul
edelim.

Bu yontemi denerseniz koke yukarida
agiklanan orta nokta yontemiyle
kiyaslanamayacak kadar ¢abuk yaklastiginizi
goreceksiniz.

Ama ille de
Tam Coziim...

Kecinin boynuna baglayacagumiz ipin
uzunlugunu yaklasik yontemlerle
istedigimiz hassasiyette elde ettigimize
gore artik bu problemle isimizin bittigini
diisinmeyin. Bu problem zaten bir merak
sonucu ortaya atilmistt. Simdi de merak
ettigimiz konu bu denklemi niye cebirsel
olarak ¢cozemedigimiz. Aradigimiz 8 koku
i¢in kapal bir ifade bulmak ne kadar
guizel olurdu. Bunu yapamamak bazt
matematikgilerin uykusunu kagirsa da bazen
/ elden bir sey gelmiyor.
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Neyse ki bu konuyu 2020 yilinda geng bir matematikgi
sonuca ulastirdi da artik geceleri biz de biraz daha rahat
uyuyoruz. (Uykumuzu kagiran tek problem bu degil ki!)

Gelin bu probleme bir daha bakalim. Kegiler, ipler, tarlalar
ve otlar var. Bir problem daha ne kadar ger¢ek diinyanin
icinde olabilir? Boyle bir problemi ¢6zmek i¢in karmasik
saytlar kuramumn devreye girecedi kimin aklina gelir?
Ingo Ullisch’in aklina geldi iste.

Cozmek istedigimiz fonksiyonumuzun f(x) ifadesinde
yer alan x bir gercel degiskendir. Biz x yerine z karmastk

degiskenini koyup f(z) fonksiyonuna baktigumzda, bunun

karmasik analizde her yerde taniml analitik bir fonksiyon
oldugunu goruruz. Bu durumda tiim karmasik analiz
teoremleri bu fonksiyon i¢in kullanilabilir.

Sadece bakis agimiz1 degistirerek daha once hig s6z
konusu dahi olmayan muazzam bir birikimi kullanmanmn
yolunu a¢mis olduk.

Bu arada karmastik
saytlarin herhangi
bir diinya
meselesini
yada
mithendislik
problemini
¢ozmek i¢in
dedgil, sadece
entelektiiel
bir oyun olarak,
ucuncu derece
polinom kokleriyle
oynarken Girolamo Cardano
tarafindan on altinct
yuzyida ortaya atildigum da
haturlayalim.

Daha sonra Louis Cauchy,
Bernhard Riemann ve
Karl Weierstrass gibi
matematikcilerin yogun
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¢alismalartyla saygin ve olagantsti yetkin bir
matematik dal haline gelen karmastk analiz; bugin

bilimsel hesaplar yapan bir insanin olmazsa olmaz
repertuart i¢cindedir.

Karmastk analizin temel sonuglarindan biri de analitik bir
fonksiyonun kapalt bir egri tizerindeki integralinin sifir
olmasidir. Bunun uzantist olarak da fonksiyonun tiirevini
fonksiyona boliip de bir kapalt egri tizerinde integralini
alirsaniz ¢ikan sonug size fonksiyonun o kapalt bolgedeki
koklerinin sayist hakkinda bilgi verecektir.

Hemen hemen her karmasik analize giris kitabunin
baslarinda yer alan bu iki teorem, ¢ok zekice hazirlanmis
bir plan dahilinde uygulandiginda bize kegi probleminin
kapali bir ¢6zimun1i verir.

Kisa Tarihge

Bu problemin ge¢misini yazmak istesek elbette 1540
yilinda Cardano’nun yayimladigt Ars Magna (Latince
buiylik sanat anlamina gelir) kitabindan baslamamiz
gerekir. Negatif sayilarin karekoklerini bir saytymtis
gibi olagan cebir islemlerine tabi tutarsak nasil sonug
alabilecedimiz ilk kez bu kitapta a¢iklandt.

Sonra 1748’de bir havuzun kenarina bagl bir at
problemi, ¢c6zimun nerelere varacagt konusundan



o

Nihayet 2020 yilinda Ingo Ullisch adlu
geng bir Alman matematik¢i Cardano’nun
mirasindan yararlanarak bu probleme son
noktay koydu.

Bir tuhaflik olarak ortaya atilan karmasik
sayllar ve edlence olsun diye one strtlen bir
bilmecenin yuzlerce yil sonra birlesip mutlu
sonla biten bir hikdye olusturmalarina nasil
sasmaz insan!

ip Diye
Baslamisken...

Ipi bir kegiye baglamak size yeterince biiyiik
bir problem olarak goértinmediyse gelin bu
ipi dinyanwn etrafina saralum.

Gercek hayat problemlerinin
modellenmesinde bir ideal yaklasim varduir.
Yaptigumiz model gercek hayati temsil
eder ama gergek hayat degildir. Ornegin,
biz de diinyanin etrafina ip baglamaya
kalktigimizda asmamiz gereken daglart,

ge¢memiz gereken okyanuslart matematik
/ modelimize tasimayiz. Dinyayt kusursuz

habersiz, edlencelik bir problem olarak ortaya atildt.
Bu problemden dogdal olarak bagumsiz bir sekilde on
dokuzuncu ylizyllda matematikgiler karmasik sayt
degeri alan fonksiyonlarin kuramint gelistirdiler.

On dokuzuncu yuzythn son yillarinda Monthly
dergisinde bizim kegi problemi kesisen iki daire olarak
tekrar ortaya ciktt.

Ondan sonraki yuiz otuz yil boyunca problem gerek kegi
gerekse esek bas aktorleri araciligiyla degdisik mecralarda
soruldu ve birbirinden dedisik askin denklemlerin
¢6zumu olarak cevabin bulunacag gosterildi.

bir kiire olarak kabul ederiz.

Ekvator hatt1 etrafina bir ip bagladigumiz1 distintn.
Bu ipi sikica bagladiktan sonra fikir degistirelim ve bu
ip ¢ok sikt oldu bunu biraz gevsetelim diyelim. Fazla
da abartmayalum ve ipe yalnizca bir metre ek yapalim.
Ip simdi biraz bol oldu. ipi ¢ekip germek ve altindan
gecebilir miyiz diye bakmak istiyoruz.

Elbette bu sorunun cevabi 6grenmek icin gercekten

de Dunya’mn etrafina binlerce kilometre uzunlugunda
ip sarmamiz mumkiin dedil. O ytizden problemi kendi
modelimiz iizerinde ¢ozecegiz.
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Ekvatoru sikica saran ipe bir metre daha ek
yaparsak ipi tutup ¢ektigimizde yerden ne
kadar ytikselir?

Ekvatorun etrafina saracagumiz ipin
uzunlugu kirk bin kilometre civarinda,
yani kirk milyon metre civarinda olacak
ve bu kirk milyon metrelik ipe biz sadece
bir metre daha ekleyecegiz. Sonra ipi
tutup yukarn dogru cekip gerecegiz. ip
gerildiginde yerden ne kadar ytikselebilir?
Biz artik bu ipin altindan gegebilir miyiz
yoksa biraz daha uzatmamiz gerekir mi?

Coziim Arayisi

Bu problemin cevabt da yine askin bir
denklemin koki olarak karsumiza ¢ikacak.
Bu ¢esit denklemlerin sayisal ¢oziimleri
artik bilgisayar programlar aracihigiyla
kolayca elde edilebiliyor.

Bu soru i¢in bilgisayarin verdigi cevaba
elbette inanamuyor insan. Bu kez makine
kesin yanildi diye diistintip insan kendisi
¢6zUmu aryor.

Ilk akla gelen yéntem denklemin iginde adt \

J

gecen fonksiyonlarin Taylor agilimlarint
kullanmak.

Bir fonksiyonun Taylor actlimi, o fonksiyonu tirevleri
cinsinden yazilan bir sonsuz toplama esit kilma
olgusudur. Kimse oturup bu sonsuz sayidaki terimi
toplamayacagt i¢in boyle bir agilum ilk basta gereksiz

bir gtizellik olarak algtlanabilir. Oysa Taylor agtlumlarint
yararlt ve kullanish kilan 6zellikleri genellikle ilk ti¢ bes
terimi kullanmanin o fonksiyonun dederlerini buyuk bir
hassasiyetle hesaplamakta yeterli olabilmesidir.

Sonsuz toplamlarla ilk ilgilenen matematik¢i Zeno’dur.
Bir yolu katetmek i¢in her asamada kalan kismin
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yarisun katetmek gerektigini ve bu islemin sonsuz defa
yapilmast gerektigini gérmiis ve varilmast gereken yere
higbir zaman varamayacagimiz sonucunun ¢itkmast
gerektigini ama elbette her zaman o yere varabildigimizi
sOyleyip Zeno paradoksunu ortaya atmistir.

Sonsuz tane degeri toplayip sonlu bir sayt
bulabilecegimizi ilk kez Arsimet gostermistir.

On dordiincu yuzyilda Hint matematikgileri bazt
trigonometrik fonksiyonlara esit olan sonsuz kuvvet
serileri bulmuglardir. Konunun yaygin kullanuma girmesi
on yedinci yiizyll ingiliz matematikgilerinin ¢alismalart
sonucu gergeklesmistir.



Biz de simdi bu mirast kullanip fonksiyonumuzun
Taylor agilimina basvurup Dinya’nin etrafina
sardigumiz ipi bir metre uzatsak altindan gegebilir
miyiz sorusuna cevap artyoruz.

Taylor agilimindaki ilk birkag¢ terimi kullanarak
ipin yerden ne kadar yukselecegini hesapliyoruz
ve yaptigumiz hesaplarla bilgisayarin bize verdigi
cevap arasinda sadece iki milim fark oldugunu
goruyoruz.

Ip yerden yiiz yirmi bir metre yukart kalkiyor.
GOz Onlne getirmek mumkiin dedil ama hesaplar
kesin. Kirk milyon metrelik ipi bir metre uzatinca
dinya etrafindaki ipin gevsekliginin ipi yiz
yirmi metre yukart ¢ikaracagina inanmayanlara
Nasrettin Hoca’dan miras kalan cevabt vermek
gerekir: “inanmayan 6lgsiin!”.

Kaynaklar

Sonunda Biraz da
Gercek Hayat

Ullisch’in 2020’deki ¢6zumiini anlatan bir derginin
internet sayfasinda okuyucularin bu ¢6ziim hakkinda
yaptiklart yorumlar yer aliyor. Bu yorumlar arasinda
insam matematigin fantastik diinyasindan yasadigumiz
gercek dunyaya geri getiren tatl bir yorum vardi. Bu
okuyucu yullarca kegi besledigini ve kegilerin bu probleme
hi¢ de uygun aktorler olmadigum yazmistt: “Kegilerin
tarlanin yarisindaki otlart yemesini bosuna beklersiniz.
Kegiler o ipi de yer, tarladaki tiim otlar da yer. Sonra da
tarlanun ¢itlerini yiyip dagilirlar. Toplaytp geri getirecegim
diye camniz ¢ikar”.

Oysa matematik modellerdeki atlar, esekler ve kegiler ne
kadar uslu ve sakin. H
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