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Gizem ve guizellik. Bu iki 6zelliktir insanlarin ilgisini
cokytizldler tizerine ceken; daha bircok matematiksel
konuda oldugu gibi. Kimileri yasami, dogayr aciklamaya
calisti onlarla, kimileri sanatlariyla butdnlestirdl.
Matematikcilerse her zaman oldugu gibi sadece
arastirdilar, hicbir cikar beklemeden.

Cokgensel diizlem pargalanyla si-
nirlandinlmig cisimlere ¢okviizlii de-
nir. Bu diizlem pargalanna yiiz, viizle-
rin arakesitlerine aynt, ti¢ veya daha
¢ok aynun birlestug nokraya ise kise
denir.

Cokyiizliiler i¢inde tzellikle diiz-
giin olanlan insanlann ilgisini gekmis-
tir. Bazi arkeolojik kazilarda binlerce
vil 6ncesine ait tastan yapilnug diizgiin
¢okyiizliiler bulunmugtur. Bunca vil
ugrastlmis olmasina karsin sadece beg
tane diizgiin ¢okyiizlii bulunabilmis-
tr. Yeni ¢okyiizliiler bulma viniin-
deki ¢abalar, Oklid'in “Eleman-
lar™ adh kitabinda bunun ba-
sarllamavacagini ispatlama-
st ile son bulmustur.

Platon’un
Bes Kati

. i
Cismi

Platon
belki baska
diizgiin
cokyiizlii elde
edilemeyecegini
ispatlayamamisti ama
olusturulabilen diizgiin
cokviizliillerden haberdar-
di. Ona gore, bu sekiller do-
gayr agiklamak igin kullaml-
malivdilar; ¢iinkii her bir diiz-
giin ¢okyiizlii belli bir dogal
ogeyi simgelivordu. Her vyilzii bir
eskenar iiggen olan dirtyiizlii, atesi;
sekizyiizlii, havayr ve yirmiyiizlii, su-
vu; viizleri kareler olan kiip, diinyayi
ve vyiizleri diizgiin  besgenlerden
olusan onikiviizlii ise, evreni simge-
liyordu. Platon “Timaus” adh eserin-
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de bu diigiincesini agikladiktan sonra
cokviizliiler i¢in séivle divordu:

“Tannnin onlann sayilan, hareket-
leri ve diger nitelikleri arasinda uygun
oranlar ayarladifim ve bu oranlar tam
bir mitkemmellik iginde bir arava ge-
tirdigini var saymaliyiz.”

O giinden beri bu sekillere “Platon
Kaulan” adr verilir.

Indstrasyon: Pinar Yoldag

T-n.l'l-m Tanny .‘Z‘M

Keplr’in Gﬁﬁés
Sistemi Modeli

Kepler alt gezegenin varlifindan
haberdardi ve bu gezegenlerin yi-
riingelerinin  ¢emberse! oldugunu
diigiiniivordu. Kepler, alu gezegen
ve bes diizgiin ¢okyiizlii arasinda bir
baglantu oldugunu diisiindii. Diiz-
giin ¢okviizlitlleri gezegenlerin ver
degistirmelert gereken esmerkezli
kiireler igine yerlestirdi (Sekil 1).
Boylelikle Giineg Sistemi’nde bir

uyum kesfettigini diisiiniiyor-
du; ancak daha sonra geze-

genlerin  voriingelerinin
¢embersel degil de elip-
tik oldugunu fark e-
den Kepler bu go-
riiten vazgecti.

Portakali
Bolmek

Kepler’in
cokviizliile-
ri yerlestir-
digi kiire-

ler, ¢evrel kiire-
ler olarak adlandinlirlar.

Bu kiirelerin varlign Platon
katlarinin bir baska dnemli
ozelligidir. Her bir Platon kat-
sinin koseleri bir noktadan esit
uzaklikta olacak seklide dagilmis-

ur. Iste cevrel kiire, merkezi bu
nokta olan ve koselerden gecen bir
kiiredir. Bu kiirenin varhgi su soruyu
akla getirir: "Acaba bir portakali kla-
sik vontemin (ortadan iki kesiste bal-
me) diginda esit dart parcava bilebi-
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lir miyiz?™. Yanut, bir diizgiin doreyiiz-
liiniin gevrel kiiresinde saklidir. Eger
bu kiirenin merkezine bir 151k kayna-
g1 verlegurirsek ve diizgiin dérryiizlii-
niin kenarlarimin kiire tizerine golge-
lerini diigiiriirsek birbirine es dort
parga elde ederiz (Sekil 2a), Iste bu
pargalar vardimiyla kiireyi (portakali)
dirt egit par¢aya orjinal bir sekilde
bolebilinz. Kimbilir, belki bir giin bir
isinize varar. Tabii bu yéntem yardi-
miyla portakalimizi 6,812 ya da 20
esit parcaya da bélebiliriz. “Tek yap-
mamiz gereken dorrviizlii verine di-
ger Platon kaulanni kullanmak (Sekil
2/b,c).

Sekil 2

Konveks
Ciukyuzliilerde
Euler Formiilii

Eger gokyiizliiniin herhangi iki
nokrasini birlestiren dogru pargasi yi-
ne bu ¢okyiizliiniin iginde kaliyorsa,
bu ¢okyiizliiye konveks (digbiikey)
cokyiizlii denir. Konveks ¢okyiizliile-
rin yiiz, ayrit ve kise sayilan arasinda
Euler teoremi olarak bilinen bir ba-
gint vardir.

Kige sayisi K, aynr sayisi A, viiz
savist Y ve her bir kissede birlesen ay-
rie sayist g, her bir yiizii olugturan ay-
it sayist da p olmak iizere Platon ka-
tlan i¢in bu verilerin bir tablosunu
vapalim.

Cokylzl( Y K A q p '
DortylizId 4 4 6 3 3
Kip 6 g8 12 3 4
Sekizylz|l 8 6 12 4 3
Onikiytiz() 12 20 30 3 5
Yirmiyuzli 20 12 30 5 3

Simdi tablodaki sayilar yardimiyla
her bir ¢okyiizlii icin K+Y-A savisini
hesaplarsak her zaman sonucun 2 ol-
dugunu goriiriiz. Bu sadece Platon
katilari igin degil tiim konveks ¢ok-
viizliiler i¢in gegerli bir ozelliktir.
tiimevarim

Formiiliin  ispatin

vontemiyle vapacagiz. Tiimevarimi

Eyliil 1998

kisse sayisi iizerine uygulayalim. Yani
formiiliin K rane késeye sahip ¢ok-
viizlii i¢in dogru oldugunu kabul
edip, K+1 kiseli cokyiizlii icin de
dogru oldugunu gésterelim. Formii-
liin 4 koseli ¢okyiizlii i¢in dogru ol-
dugu agiknr:

K=4, Y=4, A=6 ise 4+4-6=2

Eger yukanda belirttigimiz K ké-
seden K+1 késeye gegisi yapabilirsek
4 koseden 5'c, ondan 6'va derken
sonsuza kadar tiim konveks cokyiiz-
liiller i¢in ispat yapilmis olur.

K kose savili konveks ¢okyiizlii-
niin diginda bir M noktasi alalim. Bu
M noktast (K+1)inci kise olacak.
M’yi gokviizliiniin uygun bir viiziinii
olusturan ¢okgenin tiim kiselerine
birlestirelim. Simdi veni bir ¢okyiizlii
clde etmis olduk. Diyelim ki M'yi
kiseleri ile birlestirdigimiz cokgenin
kenar sayisi t olsun. Bévlece cokyiiz-
liimiiziin ayrit sayisi t© kadar arcomig
olur. Yeni ¢okyiizliiniin viizlerinin sa-
yist ise Y+t-1 olur, ¢iinkii koselerini

M ile birlestirdigimiz cokgen viiz, ve-
ni ¢okyiizliiniin i¢inde kalmis olur.
Yeni gokyiizliimiiz i¢in Ay, K. Y, sa-
yilar su sekilde olugsmus olur:

A= A+t
K= K+1
Y= Y+r-1
K#Y -Ag= K+1+Y+t-1-At
= K+Y-A
?

Sonug olarak veni ¢okyiizliimiiz
icin de formiiliin gegerli oldugunu
gostermiy olduk. Yani ispanmiz ta-
mamlanmis oldu.

Baz: bilim adamlarina goreysbu
baginn Descartes'a aittir. Bunu ileri
siirmelerinin sebebi de, Descartes’a
ait olan bir teoremin dogrudan so-
nuglarindan birinin de yukandaki
bagint olmasidir. Ancak bu baginn-
vt ilk Kez 1750 yilinda agikga ortava
atan kisinin Euler oldugu bilinmek-
tedir. Euler'in amaci, ¢okyiizliileri
siniflandirabilmekti. Ancak bunu
vapabilmek i¢in sadece viizlerin sa-



vist veterli degildi; avric ve Kose sa-
yilan da incelenmeliydi. Iste Euler
incelemeleri sirasinda bu iig¢ sayi
arasindaki baginovi kesferri. Bagin-
unin kesin ispan ise ancak 1847 yi-
linda C. von Saudrc tarafindan vapi-
labildi,

Sadece Bes
Tane mi?

Sadece bes rane diizgiin ¢okyiiz-
i bulundugunun insanlar rarafindan
binlerce vildir bilindigini stéylemis-
tik. Simdi bunun neden béyle oldu-
gunun matematiksel kesin bir ispati-
ni yapalim.

Bir diizgiin cokviizliide her kisse-
de birlesen ayrit savisi q ile kise sa-
yisi olan K'nin ¢arpimi ya da her vii-
ziin kenar savist p ile viiz sayisi Y'nin
¢arpimi bu ¢okyiizliiniin ayrit sayisi-
nin iki katin vani 2A'y1 verir. Bu esit-
liklerin vardimiyla Euler formiiliin-

- Cokyuzllleri
‘ Hissetmek

Cokyliziiller, tim bu glizelliklerinin ve llging
| ozelliklefinin yaninda-anlagtimas: goc sekillerdir,
Bu da onlann matematiksel yapdanndan degil,
| insanlann hayal edebilime gicllikierinden kay-
naklanmaktadir. Bir gokylzltyt goz dniine ge-
tiip ona herhangi bir agidan bakablmek ol-
dukga guctur. Hele de onikiyiizli ya da yirmi-
yuzil igin bu |3 daha da zordur. Dizgln olma-
van, yidiz cokylzidler sGylemeve bile gerek
yok. Belkl de bu ozellkleridir gokylizllierin sir-
lanrin diiziem geometriye oranla daha sonra-
lan kesfedilimis clmasinin nedeni.

Insanlar gokytizillerde akildan ugrasmanin
gok zor oldugunun farkina vanmig ve onlann bi-
rer modellerini vapip, bu madeller (zerinde ¢a-
lismaya karar vermiglerdir, Boylelikle bundan
daha biniece yil 6nce bes duzgiin cokylizli-

| Wenninger tarafindan hazirlanan iki yildiz cokyiiziti modeli

deki K yerine 2A/q ve Y yerine 2A/p
yazabiliriz.

K+Y-A= 2

2A/q+2A/p-A= 2 (2A ile sadeles-
tirelim).

1/A= 1/q+1/p-1/2

1/A pozitif oldugundan:

Vag+1/p > 1/2

olmahdir. p ve q ramimlanndan
dolayi ikiden biiyiik sayilardir,

Buldugumuz esitsizlikten dolayi
her ikisi birden, iicten biiviik ola-
maz. Bu durumda en az biri, ii¢ olma-
lidir. Sonugra olabilecek tim {p, g}
ikilileri sunlardir: {3,3}; {3,4}; {43}
13,5} {5,3}. Bu gosterime ¢okyiizlii-
ler icin Schlifli sembolii denir.

Elde crtigimiz bes farkh Schlifli
sembolii bes farkh diizgiin ¢okyiizlii-
ve karsilik gelir:

{3,3} diizgiin dorryiizlii

{4,3} kiip
{3,4} diizgiin sekizyiizlii
15,3} dilzgiin onikiytizlii
{3,5} diizgiin yirmiyiizlii

nun modellerini yapmay basarmislardir, Bri-
tanya Adalan’'nda yapilan arkeolojik kazilarda
Platon'dan bin yil Gncesine ait tastan yapilmis
beg diizglin ¢okylizi( modeli bulunmustur.

Glnumiizde de birgok kisl gokylizlli mo-
dellenyle ugrasmaktadin. Hatta Amerika'da
birgok dgretmen, 6grencilerinin el beceriierinl
geligtirmelenni sagiamak igin onlardan kendi
baslanna duzgln onikiyizil ya da yimmiyGzit
modellen yapmalarini istemektedir.

Bir de gokylizli modelleri yapma isini bir
hobi hatta bunun da Gtesinde bir sanat olarak
gorenler var. Bu insanfardan birl de, M. J.
Wenninger. Polyhedron Models (Cokyilzill
Modelleri) adll kitabin sahibl olan Wenninger,
kitabinda, kendl yapimi olan gokyiizlil model-
lerin birer resimlernl ve her birl hakkinda ver-
digi cesltii bilgiler toplarmis. Wenninger, kar-
tondan yaptidt modellerin her biri igin ortala-
ma sekiz saat harcadiqini soyllyor. Tabil bu
stire oldukga karmasik olan yildiz gokyziller
igin gegerii daha gok.
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Diizgiin
Cokyuzliilerde
‘1kilik’ Tliskisi

Dikkar edilirse kiip ile sekizviizlii-
niin, onikiyiizlii ile yirmiviizliiniin ve
doreyiizliiniin de kendisi ile Schlifli
sembolleri birbirlerinin rtersidir. Bu
iliskive diizgiin ¢okviizliilerde ‘ikilik’
adr verilir, Ikilik iligkisine sahip iki
cokyiizlii karsilagunldiginda aynie sa-
yilarinin ayni oldugu, viiz ile kise sa-
yilarinin ise karsihikl ver degistirdik-
leri goriiliir. (Ornegin, kiip ile sekiz-
yiizliiniin oniki olan aynt sayilar ayn
iken alo ve sekiz olan viiz savilan ile
koge savilan karsihkli olarak ver de-
gistirmekredir.) Aynica aralannda iki-
lik iliskisi bulunan cgokyiizliilerden
herhangi birisinin viizlerinin orta nok-
ralan birlegtinildiginde diger cokviizlii
elde edilir. Ayvnr islem veni olusan
cokyiizlii icin de tekrar edilirse birin-
cive benzer bir cokyiizlii elde edilir.

VAN

Dértyiizii
Kiip
Onikiy izl

/] AN
Sekizyiizii < WAVAVAY
Yirmiyzio

Bes Platon katisinin modellerini elde
edebilmek icin kullanabileceginiz planiar

Cokylizillerin ki boyutlu resimlerinl elde
etmek de artik daha kolay. Bilgisayar teknclo-
Jisl yarcimiyla istenilenn bir gokylzilyd ahp,
onu istenilen agida cevirip, istenllen blydkiilk-
te bir glktisni elde etmek mimkin, Bu tor
programiara Internet Gzerinden kolaylikla ula-
gilabiliyor.

Matematigin Uglinel boyutu coktan astiy
yirminel, otuzuncu, hatta n'incl boyutlardan
bahsettigl guintimtizde, gokylzitilerin modelle-
rinl yapmak, rmatematiksel bir ugrastan gok bir
hobi halini almis durumda. Insanlar daha cok
bu mikemmel sekilleri tim boyutianyla hisse-
debilmek igin yapyorlar bu modelleri. Evimizin
bir kigesine koyacagimiz, kendi yapimimiz bir
dizglin yirmiyizil konuklanmizi sasirtsa da
pek fena bir aksesuar olmazdi dogrusu.

Bilim ve Telomk



Yildiz Cokyiizliiler

Cokyiizliller ailesi sadece kon-
veks gokviizliilerle simirhi degildir,
Konveks ¢okviizliilerin viiz diizlem-
lerinin uzatlarak kesistirilmeleri ya
da yiizlerinin iizerine digsa dogru pi-
ramitler oturtulmasiyla veni ¢okyiiz-
liiler olusturulabilir. Konveks olma-
van bu ¢okyiizliilere yildiz ¢okyiiz-
liller denir. Diizgiin doreyiizlii ve
kiipiin viizlerinin uzatlmasi ile veni
gokyiizlii elde edilemez, ancak diiz-
giin sekiyiizliiden yiizlerin uzaulip
kesistirilmesiyle fazladan sekiz tane
darryiizlii iceren bir vildiz ¢okyiizlii
elde edilir (Sekil 3).

Diizgiin onikiyiizliiden ise, fi¢
farkh vildiz ¢okviizlii elde edilebilir.
Bunlardan ikisi 1619 yilinda Kepler
tarafindan digeri ise 1809'da Poinsart
tarafindan kesfedilmistir, Kepler ta-
rafindan bulunan yildiz onkiviizlii-
niin ¢iziminde diizgiin konveks oni-
kiyiizlliniin her besgeni yerine, bes-
gen bir piramit kullanilir. Bu besgen
piramit igin, tabani olusturan besge-
nin aynt ile kenan arasindaki oran,
altin oran olarak da bilenen (1+V5)/2
savisidir. Elde edilen wvildiz oniki-
yiizlii, 12 besgen piramit, 12 kiseye
ve 30 ayrita sahiptir. Avnica diizgiin
konveks cokyiizliilerde oldugu gibi
bir kiirenin i¢ine ¢izilebilir,

Konveks ve vildiz ¢okyiizliilerin
giizellikleri, matematikle sanan bir
kez daha birlestirmektedir. Za-
ten matematigi bir bi-
limden ¢ok sanat dali
olarak géren mate-
matikg¢ilerin
hi¢ de az degildir.

Hem bir bilim a-
dami, hem de bir sanat-
¢t olarak taninan Leonar-
do da Vinci
de 1509 vilinda
vayimlanan  Luca
Pacioli'nin “De Divina
Proportione” (llahi Oran-
tt Uzerine) adli eserinde-
ki cokyiizliileri ¢izmisti.

Yine oldukea iinlii bir sa-
nat¢t olan ve eserlerinde ma-
tematiksel birgok 6geyi kul-
lanan Escher, cokyiizliilerden bir¢cok
eserinde vararlannustir. Hatea yeni
stildyosuna taginirken birgok eserini
birakan Escher, kendi yapimi olan

sayisi

Evlal 1098

bes Platon katisi modelini veni stiid-
yosuna gitiirmiistiir (Sekil 4).

Cokytizlillerde
Simetri

Simetri ¢okyiizliilerin en énemli
ozelliklerinden biridir. Cokyiizliiler
birden fazla simetri 6zelligine sahip-
tirler ve belki de bu ézellikleridir
onlan bu derece giizel yapan. Ne de
olsa simetri insanoglunun esretik
anlayisinin en énemli noktalarindan
biridir,

Dortyiizlii, ayrniclann her birin-
den gegen alt tane simetri diizlemi-
ne sahiptir; ama simetri ekseni va da

Escher’in gokytizlileri kullandigi bir
bagka eseri

Sekil 4

simetri merkezi yoktur. Ayrica dort-
viizliiniin her bir kisesini karsi yii-
ziin merkezivle birlestiren dogrulan
cksen olarak alan ve 120°lik agilar
alonda olusan déndiirmeler, 6zdes
bir sekil saglar.

Kiip, dirtviizliive gire daha si-
metrik bir sekildir divebiliriz. Ciin-
kii kiipiin 9 simetri diizlemi, 26 si-
metri ckseni ve bir simetri merkezi
vardir. 9 simertri diizleminden 6 ta-
nesi karsihklh avntlardan 3 ranesi,
ise karsthikli kenarlarin ortalarindan
geger. 26 simetri ekseninden 6 tane-
sini kargilikh yiizeylerin merkezleri-
ni birlestiren dogrular, 12 tanesini
kargihikl ayritlann merkezlerini bir-

lestiren dogrular ve 8 ranesini de
Karsihkli koseleri birlestiren

dogrular olusturur.

Cokyiizliilerin  bunla-
rn diginda bulunmus da-
ha pek gok 6zelligi vardir.
Sadece matematikee degil
kimyada molekiille-

rin yapisinin
incelenmesin-
de. bivolojide bir-
¢ok mikroorganizma-
nin agtklanmasinda ve de
mimarlikra saflam ve este-
tik yapilarin vapiminda ol-
dukea yararhdir cokyiizlii-
ler. Gelecekte kim bilir
daha ne gibi 6zellikleri
bulunur ve daha ne gibi
kullanim alanlart bulurlar?
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