MATEMATIGIN COZULMESI IMKANSIZ PROBLEMI

SUREKLILIK HIPOTEZI

Bilimin hemen her dalinda ¢6ztilmesi ¢ok
uzun yillar alan ve hatta hala ¢éziilmeyi bek-
leyen sorular var. Matematikte de durum
benzer. 300 yildir coziilemeyen Fermat'in
son teoremi gegen yuzyilin sonlarinda ¢6zi-
lebildi. Su siralar hakemlerin degerlendirme-
sinde olan Poincare sanisi da ¢6zlilmis ola-
bilir. Fakat matematik diger pozitif bilimler-
den farkli olarak problemlerin ¢6ziimlerini
bulup hipotezlerin dogru olup olmadiklarini
ispatlamakla kalmiyor, 6yle bir soru ortaya
atiyor ki o sorunun kimse tarafindan coziile-
meyecegini de ispatliyor. Adina Streklilik Hi-
potezi denen bu savin dogru olup olmadig:
asla bilinemeyecek. Kiime kurami igerisinde
yer alan bu sani da diger coztilmesi ¢ok za-
man alan sorular gibi ifadesi basit ve anlasil-
masi kolay. Ama isin icinde sonsuz gibi akil
karistiran bir kavram oldugundan problemin
ne olduguna bakmadan bazi konularda ve ta-
nimlarda ortak bir fikre varmak gerekir.

Sonsuzluk

Stiphesiz, insanlari yeryiiztindeki diger
canlilardan ayiran en biytk farklardan biri-
si de bilgiyi biriktirebilme G6zelligine sahip
olmalar1. Biriktirilen bu bilgiler arasinda so-
rular da var elbette ve ¢oziilemeyen bu soru-
lar kusaktan kusaga aktarilarak ilerliyor.
Bilhassa matematikgilerin ve filozoflarin ta-
rih boyunca kafasini karistiran sonsuzluk
kavraminin 6ykiisti M.O. 490’larda Zenon ile
baslar. Yuzyillar boyu stiren arastirmalar
sonsuzu aciklamak icin pek kayda deger bir
sonuc verebilmis degil. Ta ki, 19. ytizyila ka-
dar. Ne ilgingtir ki, yaklasik 2500 yil bekle-
yen sonsuzluk kavraminin ¢6ztime kavusma-
sinda sadece bir kisinin adi gecmekte: Al-
man matematikci George Cantor. Fakat Can-
tor matematige bu olagantisti katkilari ya-
parken, bir yandan da ruh saghigini kaybetti
ve hayata gozlerini bir akil hastanesinde ka-
patti. Ustelik onun bu bunalimlara girmesi-
nin en biiytik nedenlerinden birisi de bugtin
buytik cigirlar acan distincelerinin, cagdas-
lar1 tarafindan kabul gérmeyip, matematik
diinyasinda buyik kavgalara neden olmasi.
Matematik¢inin de aslinda bir sanat¢t oldu-
gunu kabul edersek, sanatcilar icin sikca
kullanilan ‘6ldikten sonra degeri anlasild’
ifadesiyle burada tekrar karsilasmak pek de
sasirtict olmaz. Yine de Cantor o sanatcilar-
dan biraz daha sansliyds; ¢linkt 6lmeden 6n-
ce fikirlerinin biraz biraz kabul goérmeye
basladigina tanik olabilmisti. Bunun gercek-
lesmesini saglayan kisiyse “Cantor’un bize
sundugu cennetten kimse bizi mahrum ede-
mez” soézleriyle onun fikirlerinin énemini
her zaman vurgulayan David Hilbert.
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Kiimeler

flkokulda neredeyse her sene basinda ma-
tematik derslerine ayni konu bashgini yaza-
rak baslardik: Kiimeler. Bu durum ¢ok yakin
bir zamanda degisti ve ktimeler ilkokul egi-
tim programindan kaldirilmaya baslamis.
Okula, matematik adma toplumdan edindigi
onyargilarla baslamis olan ¢ocuklara daha en
basta ‘kiime tanimsizdir’ ctimlesiyle baslayip
onlari iyice korkutmamak iyi olabilir. Bunu
zaman gosterecek. Peki kiimeyi tanimlamay1
olanaksiz kilan ne?

Kime Neden Tanimsiz?

Bir kavramin tanimsiz oldugu fikrini ka-
bul etmek bir yetiskine bile zor gelir. Ama su
da bir gercek ki, matematikte her kavrami ta-
nimlamak olanaksiz. Aslinda tanimin goérevi
kabaca su: onu okuyan her kisinin aklinda ay-
ni seyin canlanmasi gerekir. Yani belirtilmek
istenen kavramdan farkl bir ifade canlandi-
ginda tanim gorevini tam olarak yerine getir-
mis olmaz.

Diyelim ki, kiimeyi “belirlenmis nesnele-
rin bir koleksiyonu” olarak tanimladik. O za-
man birisi ¢cikip sormaz m1 “koleksiyonun ta-
nimi nedir” diye? Bu sorunun da altindan
“bir araya getirilmis nesnelerin timd” diye
kalkmaya calisirken bir bagkasi “belirlenmis
nesne de nedir” diye soracaktir. Bu sorula-
rin ardi arkasi kesilmezken, dilin kelimelerin
sinirli oldugunu ve ancak sinirli sayida acik-
lama yapabilecegimizi hatirlayin. Bir nokta-
dan sonra cevap veremez hale gelecegiz. Ta-
bii matematikgiler boyle bir problemin an-
cak bir acmazla (paradoks) karsilasinca far-
kina vardilar.

Russell'ln A¢mazi

Ne ilginctir ki cok da masum gériinen “be-
lirlenmis nesnelerin koleksiyonu” ctimlesi in-
sani sasirtan bir noktada kiime belirtmeyebi-
liyor. Bertrand Russell tarafindan fark edilen
bu meshur acmazin adi Rusell A¢cmaz. Iste
bir kiime belirtmeyen koleksiyonsa su: ‘Ken-
di kendini eleman olarak icermeyen kiimele-
rin’ kiimesi: Biraz karmasik gértinen bu ko-
leksiyonun ktime belirtmemesinin agtklamasi
da soyle:

Bu 6zellige sahip kiimeye R kiimesi adini
verelim. Bir nesne bir kiimenin ya elemanidir
ya da degildir, baska bir kosulu yok! Oyleyse
ya ReR ya da R¢R:

Eger ReR ise kendi kendisini eleman
olarak icerdigi icin R kiimesinin ozelligine
ters diiser ve onun bir eleman: olamaz; ya-
ni R¢R.

Eger RgR ise kendi kendini eleman ola-
rak icermediginden, kendi kendini eleman
olarak icermeyen kiimelerin kiimesi olan R
ktimesinin bir elemani olmaya hak kazanir
ve ReR.

Yani her kosulda ReR ve RgzR ifadeleri
ayni anda varolmaya calisir ki bu da acmazin
olustugu noktadir. Oyleyse, her nesne kolek-
siyonu bir kiime olusturmaz. Bu nedenle, ki-
me kavramini tanimsiz olarak birakmak en
iyisi.

Sonsuz tek degildir!

Kiime Kurammnin tarihi, matematikteki di-
ger kuramlardan biraz farkli. Ctinkti bu kura-
min olusup gelismesi, zaman icinde pek cok
kisinin katkida bulunarak durettigi digerler



kuramlardan farkli olarak sadece bir kisiye,
George Cantor’a, atfediliyor. Sonsuzluk ve
ktmeler arasindaki iliski Cantor’'un 1895’te
bir agmaz bulmasiyla gelismeye basladi. Can-
tor’u ruhsal bunalima iten ve cagdaslariyla fi-
kir ayriliklarina diistiren distincenin temelin-
de yatan su:

Sonsuz tek degildir ve hatta sonsuz tane
sonsuz vardir.

Cantor’un sonsuzlari hiyerarsik bir siraya
sokan calismasini anlamak icin, 6nce sonsuz
kavramini nasil tanimladigina bir bakalim.
Eger bir koleksiyon (kendisine esit olmayan)
bir alt koleksiyonuyla birebir eslenebiliyorsa,
o koleksiyon sonsuzdur ya da sonsuz sayida
eleman icerir. Matematikte 6nce saymaya bas-
ladigimizdan aklimiza gelen ilk sonsuzluk,
dogal sayilarin sinirsiz oldugu. Dogal sayila-
rin bir alt ktimesi olan cift sayilar da sonsuz
sayida. Peki bu iki kiime birbiriyle eslenebilir
mi? Ya da diger bir deyisle, ayni sayida ele-
man icerirler mi? Bu soruya kii¢lik bir hikaye
ile cevap verebiliriz.

Sonsuzluk Oteli

Cok zengin bir akrabanizdan size bir otel
miras kaldi. Icinde tam sonsuz tane odasi o-
lan bu oteli hayranlkla gezerken aniden bir
otobtis kornasi duydunuz ve bahgeye cikip
baktiniz ki, bir otobtis dolusu mdsteri. Son-
suz tane miisteri getiren otobusi yolladiktan
sonra herkesi yerlestirmeye basladimz: 1.
odaya 1. kisi; 2. odaya 2. kisi;...

Sonsuz odali otele sonsuz sayida miisteri-
yi sigdirdiniz. Derken lobiye indiginiz de bir
ne goresiniz? Elinde valiziyle bekleyen bir
miisteriniz daha var. icinde sonsuz tane oda-
s1 olan bir otelde ‘size yerimiz kalmadr’ deyip
¢evirmek ayip olur. Birazcik ddstintp bir yo-
lunu buldunuz ve her mtsteriyi bir yan oda-
ya kaydirip bos kalan 1 numarali odaya gelen
miisteriyi yerlestirdiniz. Ne de olsa sonsuza
bir ekleseniz yine sonsuz.
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Sonsuz tane is yapmak sizi cok yordu.
Tam yerinize oturup dinlenecektiniz ki bir
korna daha duyuldu yine bir otobiis ve yine
sonsuz tane miisteri. Odemeleriniz oldugun-
dan bir yolunu bulup onlar1 da yerlestirmek
istiyorsunuz. Ne yapardiniz? Sonsuz ¢6zim
bulunabilir; ama stk olan su ¢6zlime bakalim:
Oteldeki musterileri cift sayili odalara kaydi-
rip, gelen yeni misterileri de tek sayili odala-
ra yerlestirirseniz kimse acikta kalmaz.

1 2{3 e fsdel7]8]9
.y T

1] 2| MM

Hikaye burada bitmiyor. Otel sahibi yor-

gun argin merdivenlerden inerken bir de ne

gorstin? Icinde sonsuz tane miisteri iceren

sonsuz tane otobus! Para parayr ceker diye

buna mi derler bilinmez, ama otel sahibi bu
miisterileri de oteline sigdiriyor. Nasil mi? Bu-

nun ¢6ztmi de size kalsin.

Bu kiiciik hikayeden ¢ikaracagimiz sonug
su: Sayilabilen biitiin sonsuzlar birbiriyle ay-
nidir. Diger bir deyisle, tam sayilar, dogal sa-
yilar, cift sayilar, tek sayilar, asal sayilar, ne-
gatif sayilar kiimelerinin hepsi birbiriyle bire-
bir eslenebiliyor.

Sonludtesi sayilar

Cantor rasyonel sayilarin da sayilabilir
sonsuzlukta eleman icerdigini ispatlayarak
bitiin bu kiimelerin eleman sayilarina & is-
mini verdi. Alef 0 sifir olarak okunan bu ifa-
de en kiictik sonsuzun bir simgesi olarak ma-
tematikteki yerini almis bulunuyor.

Alef

Alef, ibrani
alfabesinin  ilk
harfi. Cantor, bu-
lusunu matema-
tikteki diger pek
cok harfli ifade-
den ayirmak icin
Romen ve Yu-
nan alfabelerinin digina ¢ikmayi tercih etmis.
ibranice Alef ‘1 numara’y: da temsil ettiginden
ve kesfini matematik icin yeni bir baslangic
olarak goren Cantor bu harfi sonsuzluk hiye-
rarsisine uygun bulmus gortntyor.

Siradaki

X, dan sonra icgiidusel olarak X, in gel-
mesini bekliyoruz. Yani, dogal sayilardan da-
ha btiytik bir sonsuz. Tam sayilar1 ve rasyonel
sayilar1 saydik. Elimizde sayilmayan gercel sa-
yilar kiimesi kaldi. Yani, rasyonel sayilara ir-
rasyonel sayilarin eklenmis hali, ya da bagka
bir deyisle bir say1 dogrusundaki biitiin nok-
talar. iste Cantor, gercel sayilarin sayilabilir
sonsuzluktaki kiimelerle eslesemeyecegini is-
patlayarak, bu kimeleri iceren ve onlardan
daha biiyiik olan baska bir kiimenin varoldu-
gunu gosterdi. Boylece, elimizde birbirinden
farkli miktarda eleman iceren 2 sonsuz ktime
oldu.

Siureklilik Hipotezi

iste simdi akla gelecek ilk dogal soru su:
Sonsuz sayida eleman iceren bir kiime var mi-

dir ki, eleman sayist &, dan biyik X; den
kiiciik olsun. Iste Siireklilik Hipotezi, boyle
bir kiimenin varolmadigini soyler. Bu soru-
nun da oykiisi 1940’da Kurt Godel’in stirek-
lilik Hipotezi’'nin kiime kurami aksiyomlari i-
le tutarli oldugunu ispatlamasi ve ardindan
1963’de Paul Cohen’in bu hipotezin tersinin
de kiime kurami aksiyomlari ile tutarli oldu-
gunu ispatlamasi ile son buldu. Yani, bu soru-
nun cevabi bilinemez, belirsizdir. Matematik-
teki mevcut aksiyomlarla ‘boyle bir kiime var-
dir’ veya ‘yoktur’ seklinde bir cevabin veril-
mesi imkansiz!

Sonsuz tane sonsuz
Sonsuzun tek olmadigini gordiikten son-

ra, sonsuz tane olmasi fikri bizi pek sasirtma-

sa gerek. X, , X; diye saymaya basladiktan

sonra X, ile devam etmekten daha dogal bir
istek olamaz. Eleman sayisi 8, olan kiime
mi? O da elemanlar1 gercel sayilarin tiim alt
ktimelerinden olusan kiimenin eleman sayisi,
yani gercel sayilar kiimesinin kuvvet kiimesi-
dir. Bir sonraki sayinin hangi kiimeye ait ol-
dugunu tahmin etmek artik zor degil.

Yan Yatmis Sekiz

Yine de sonsuzluk bir parca da olsa gize-
mini ve anlagilmazligini korumaya devam
edecektir. Onun bu durumu tniversite sirala-
rinda 6grenciler arasinda anlatilan bir fikra i-
le 6rneklendirilir. Genel matematik dersinde
ogrencilere limit konusunu anlatan profesor
konuyu tamamlar ve ardindan smifa anlasil-
mayan bir yer olup olmadigini sorar. Ogrenci-
lerden biri s6z ister ve sorar ‘Hocam, her se-
yi anladim ama kafama bir sey takildi sorma-
dan gecemeyecegim” der. Profesér sormasini
ister ve 6grenci soyle der “Hepsi tamam; ama
su yan yatmis sekiz ne anlama geliyor aca-
ball?”
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