
Üç kenarl› kapal› bir çokgenden na-

sibini almayan azd›r. Üçgenden bahse-

diyoruz. Herkesin hayat›na bir parça

renk katmay› baflaran basit ama kar-

mafl›k flekilden. Böyle basit görünüfllü

bir flekilden bu kadar çok matematik

ç›kmas› matematikçileri de flafl›rtm›yor

de¤il. Tarihi çok eskilere dayanmas› ve

basit görünmesine ra¤men üçgenle il-

gili hala gün ›fl›¤›na ç›kmam›fl bilgiler,

cevaplanmam›fl sorular var. 

Öncelikle flunu belirtmekte fayda

var ki bu yaz›m›zda Öklid geometrisin-

de tarif edilen üçgenden bahsedece¤iz,

yani iç aç›lar› toplam› 180° yapan üç-

gen. Böyle bir üçgen oluflturmak için

düzlemde do¤rusal olmayan 3 nokta

bulmak yeterli. Bu üç noktay› do¤ru

parçalar›yla birlefltirdi¤imizde bu mefl-

hur flekli elde etmifl oluruz. Böylelikle

üçgenin serüveni bafllar. ‹fle onun 4

önemli noktas›ndan bahsetmekle bafl-

layabiliriz. Gerçi üçgen bolca ilginç

noktaya sahip olmakla ünlü bir flekil-

dir ama dört tanesi vard›r ki bunlar› iyi

anlamak gerekir.

Noktalar

Öklid Geometrisi için unutmamam›z

gereken gerçeklerden biri, iki noktadan

yaln›zca bir do¤ru geçti¤i gerçe¤idir.

Bu tür bir ifadeyi çembere uygulayacak

olursak flu gerçekle karfl›lafl›r›z:

“Do¤rusal olmayan 3 noktadan yal-

n›zca bir çember geçer”

Üçgenimizi çizmeye do¤rusal olma-

yan 3 noktayla bafllad›¤›m›za göre belir-

ledi¤imiz bu üç noktadan yaln›z ve an-

cak bir çember geçirebilece¤imizi bir

önceki gerçekten güç alarak söyleyebili-

riz. ‹flte bu çembere üçgenin çevrel

çemberi denir ve çemberin merkezi sö-

zünü eti¤imiz 4 noktadan birini olufltu-

rur. Di¤er üçü ise kenarortaylar›n, aç›-

ortaylar›n ve yüksekliklerin kesim mer-

kezi olan noktalard›r. 

Bu üçü için flafl›rt›c› olan durum flu-

dur: nas›l olur da 3 kenarortay›n, aç›or-

tay›n ya da yüksekli¤in 3’ü birden (ayr›

ayr›) tek bir noktada kesiflmeyi baflar›r,

hem de her üçgende?!! Kimseyi bu bil-

giye bir iki üçgendeki denemeyle inan-

d›ramazs›n›z, inand›rman›n tek yolu is-

pat› sunmaktan geçer.

Benzerlik yard›m›yla iki kenarorta-

y›n kesiflti¤i yer olan G noktas› ile yaz›l-

m›fl oran 1/2 fleklinde bulunur. Benzer

flekilde her kenarortay ikilisi için bu

oran›n ayn› oldu¤u gösterilebilir. Bura-

dan da üç kenarortay›n G noktas›ndan

mutlaka geçti¤i yani bir noktada kesifl-

ti¤i sonucuna var›yoruz (bu size yete-

rince aç›k gelmediyse problemin kalan

k›sm›n› birazdan gösterice¤imiz Ceva

Teoremi ile bitirebilirsiniz) Aç›ortay ve

yüksekliklerin de kendi aralar›nda ke-

siflmelerinin yan›s›ra “üçgende iki köfle-

ye ait d›flaortaylar ve di¤er köfleye ait

içaç›ortay da daima tek bir noktada

kesiflir” fleklinde bir teorem de var.

Menelaus ve Ceva

Pek çok disiplin çok çal›flmay› gerek-

tirir. Ama bu çok çal›flman›n da bir tan›-

m› olmal›. E¤er konunun ortas›ndan da-

l›p yüksek baflar› elde etmeyi hedefli-

yorsan›z fazla umutlanmay›n. Enerjiniz

sizi idare edip yükseklere ç›karsa bile

temeldeki eksiklikler bir süre sonra

kendini gösterecek ve en tepeye, zirve-

ye ç›kman›za bir flekilde engel olacak-

t›r. Bu durum geometri için de geçerli.

Ço¤u zaman çözülmemifl bir problem

duydu¤umuzda onu çözmek için u¤rafl-

maya bafllar, saatlerimizi harcar›z. Oysa-

ki o problemin asl›nda biraz yüksek bir

basamakta oldu¤unu kabul etmek zor

gelir. Henüz temel bilgilerimiz tam de-

¤ildir ve biz bu bilgileri tamamlamaya

üflenmekteyizdir! Ama hiçbirfley için

geç de¤il. Tekrar motive olmak için bi-

raz sohbet etmemiz yeterli olabilir. So-

mut örneklerle bafllayal›m.

Geometriye biraz ilgi duymuflsan›z

Ceva ve Menelaus teoremlerini hat›rlar-

s›n›z. Önce bu iki teoremi birada göre-

lim. 

MMeenneellaauuss  TTeeoorreemmii:: U,V,Y noktalar›

ABC üçgeninin s›rayla BC,CA,AB do¤-

rular› üzerinde birer nokta olsun (nok-

talar A,B,C noktalar›yla çak›flmas›n). Bu

üç nokta do¤rusald›r yaln›z ve ancak 

eflitli¤i sa¤lan›rsa.

CCeevvaa  TTeeoorreemmii:: U,V,Y noktalar› ABC

üçgeninin s›rayla BC,CA,AB do¤rular›

üzerinde birer nokta olsun (noktalar

A,B,C noktalar›yla çak›flmas›n). Oluflan

AU, BV ve CY do¤rular› kesiflir yaln›z

ve ancak

Üçgenlerin Dünyas› – I

Menelaus ve Ceva
Teoremleri
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eflitli¤i sa¤lan›rsa.

Geometri derslerinden iyi bilinen bu

iki teoremi burada masaya yat›rmam›-

z›n birkaç önemli nedeni var. Bunlar-

dan ilki geometri teoremlerini matema-

tiksel ifadeye dökmenin dikkat gerek-

tirdi¤ini vurgulamak. Yani y›llar sonra

Ceva teoremi flekliyle akl›n›zda kalm›fl

olabilir ama bu teoremi formal olarak

yazmakta bir hayli zorlanabilirsiniz. ‹fl-

te bu, geometriden ziyade matematik

e¤itimimizdeki aç›ktan kaynaklan›r.

Akl›n›zdaki herhangi bir tan›m› ya da

teoremi formal bir ifade olarak yazma-

y› deneyin. E¤er zorluk yafl›yorsan›z

bundan sonra tan›mlara ve temel nok-

talara daha dikkatle e¤ilmelisiniz. 

Bu iki teoremi karfl›m›za ald›¤›m›z-

da göze çarpan di¤er bir nokta da teo-

remlerin ifadesinin hayret edilecek bir

flekilde birbirine benzemesi. Sanki ayn›

hipotezleri sunup farkl› sonuçlara var›-

yorlar. Yoksa siz aradaki fark› henüz

göremediniz mi ? ‹tiraf etmek gerekir-

se bu fark› görebilmek biraz zor. Figür-

leri takip etmeyi deneyin. Bir de do¤ru

parçalar›n›n yönlü oldu¤unu unutma-

y›n. Bunu vurgulamak için çarp›m› 1’e

de¤ilde +1’e eflitledik (ayn› fley!). fiayet

do¤ru parçalar›ndan birinin yönünü

de¤ifltirmifl olsayd›k sonuç -1 de ç›kabi-

lirdi. Yani rasgele BU yerine UB yaza-

may›z çünkü  

Ayr›ca AB do¤rusu üzerinde bir

noktadan bahsedildi¤inde onun üçgen

üzerinde olmas›n›n flart olmad›¤›n› da

hat›rlay›n, AB’nin uzant›s›nda ama üç-

gen d›fl›nda olabilir, Menelaus teoremi-

nin figüründe görüldü¤ü gibi.

Vurgulamak istedi¤imiz di¤er bir

nokta da birbirine bu kadar benzeyen

iki teoremin arka arkaya keflfedilme-

mifl olmas›. Aralar›ndaki yak›nl›ktan

dolay› böyle oldu¤unu düflünenler çok,

ama durum öyle de¤il. Biri di¤erinden

tam 1600 y›l daha genç. Genç olan ise

Menelaus’un teoremi. 17. yüzy›lda ya-

flayan Ceva, Menelaus’un teoremini in-

celedikten sonra bu teoremi yaz›yor.

Bu zaman fark› kesinlikle birisinin ko-

lay di¤erinin zor ispatlan›r olmas›ndan

kaynaklanm›yor. Neden kaynakland›¤›-

n› sorarsan›z akla gelen tek cevap insa-

no¤lunun gözünden kaçm›fl oldu¤unu

söylemek olur. Ceva teoremi gibi ola¤a-

üstü kullan›fll› ve kaliteli bir teoremin

keflfedilmek için bu kadar y›l bekleme-

si oldukça flafl›rt›c›. ‹spat›n basitli¤ini

gören daha da hayrete düflüyor. Ama

yine de bu durum oldukça umut verici.

Ne de olsa üçgenin içinde hala buluna-

bilir basitlikte ama yüksek kalitede kefl-

fedilmemifl ba¤›nt›lar olmas› mümkün

ve dahas› bu ba¤›nt›lar› keflfedenlerden

biri olman›z içten bile de¤il.

Madem tekrar geometri çal›flmak

için motive olmaya çal›fl›yoruz belki de

en iyi bafllang›ç bu teoremlerin ispatla-

r›n› bafltan keflfetmeyi denemek olur;

tabi geometri displinini hakk›yla ö¤ren-

meye çal›flmaksa iste¤iniz. Üstelik biz-

den yüzy›llar önce yaflayanlar bu teo-

remleri bulduysa ve bizlerin onlardan

fazla matematik bilgisine sahip oldu¤u-

muz da dikkate al›n›rsa bu ifadeleri is-

patlamam›z zor olmamal›. Teoremler-

den birinin ispat›n› burada verelim.

Ama okuyucumuzdan ikisinin de ispat›

üzerine biraz çal›flmas›n› ve ispat›m›z›

öyle incelemesini rica ediyoruz.

‹spat (Menelaus)

Önce U,V,Y noktalar›n›n do¤rusal

oldu¤unu kabul edip

eflitli¤inin oldu¤unu göstermeye çal›-

flal›m. E¤er bu noktalar do¤rusalsa flek-

limiz flöyle olur:

yapaca¤›m›z ilk hareket U,V,Y nokta-

lar›n›n üzerinde bulundu¤u do¤ruya

B’den bir paralel çizmek. Burada pek

çok kiflinin sorusu böyle bir do¤ruyu çiz-

meyi nas›l ak›l edece¤imiz olacakt›r. Bel-

ki inanmayacaks›n›z ama temelden çal›fl-

man›n herfleyi yavafl yavafl kavraman›n

bir getirisidir bu. Beyniniz gözlemledik-

lerini bir süre sonra al›flkanl›k haline ge-

tirip uygulamaya bafllayacakt›r. Bir geo-

metri sorusuna bakt›¤›n›zda paralel çiz-

mek, çizgi eklemek bir süre sonra oto-

matik olarak yapaca¤›n›z bir ifllemdir.

‹spata devam! fiimdi 

çarp›m›m›n kaç oldu¤una bir bakal›m.

Thales’in temel orant› teoremini hat›r-

larsan›z figürden eflitli¤ini

rahatl›kla göreceksiniz. Ayn› sebepten

dir. fiimdi bu eflitlikleri ifade-

mize yerlefltirirsek:

‹spat›n tek yönü tamamlanm›flt›r. Di-

¤er yönüne gelince 

Bu sefer eflitli¤imizin varoldu¤unu

farzedip noktalar›n do¤rusal oldu¤una

ulaflmaya çal›flaca¤›z. Burada kullana-

ca¤›m›z teknik biraz farkl›. Farzedelim

ki UY noktalar› ile V noktas› efl do¤rul-

tulu de¤il. Öyleyse UY, AC do¤rusunu

farkl› bir noktada kesecektir. Bu nokta-

ya V’ diyelim:

‹spat›n ilk k›sm›ndaki argümanlardan

dolay› olacakt›r. Eli-

mizde bafllang›çta do¤ru kabul etti¤i-

miz eflitli¤i var. Bu

iki denklemden eflitli¤ini el-

de ediyoruz ki bu da V’=V anlam›na ge-

liyor ve ispat› bitiriyor.

Ceva’n›n ispat›n› size b›rak›yoruz.

‹pucu isteyenlere bir yön için iki Mene-

laus kullanmay›, di¤er yön için de az

önceki ispat› gözden geçirmelerini tav-

siye edebiliriz. Ama bunlar›n tek yol ol-

mad›¤›n› unutmay›n. 

Üç do¤runun kesiflmesi ve Üç nokta-

n›n do¤rusal olmas› üzerine kurulmufl

birbirini tamamlayan bu iki teoremle

flimdilik üçgenlerin dünyas›na sadece

girifl yapt›k. Önümüzdeki ay bu dünya-

n›n biraz daha derinliklerine dalaca¤›z.

Bu dünyada keflfedilmeyi bekleyen da-

ha çok fley var.

N i l ü f e r  K a r a d a ¤
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Tam da geometri de kavramlar› tekrar

inceleyip, üzerinde çal›flmam›z gerekti-

¤inden bahsederken Alper arkadafl›m›z›n

mektubu bize örnek oldu. Geometride

pek çok formül ifadeleri bu tarz eflitlik-

lerle oynanarak ortaya ç›kar›l›yor. Ama

bazen de ifade k›s›r döngüye girebiliyor

ve yeni birfleyler bulmaktan uzak kal›yor.

Okuyucumuzun ifadesi özgün bir bulgu

de¤il. Asl›nda eflkenar üçgende herfley

tekbir de¤iflkenle idare edildi¤i için tek

de¤iflkenli alan formülünü kullanmak ye-

rine 2 de¤iflkenli (r ve Ç) alan formülünü

kullanmak çok pratik olmaz. Üstelik bu

de¤iflkenler de (r ve Ç)  a cinsinden ifade

edilebiliyor. Özgün bir alan formülü de-

yince akla Heron’un formülü gelebilir:

Yükseklik uzunlu¤unu bilmedi¤imiz

sadece üçgenin kenar uzunluklar›n› bil-

di¤imiz durumlarda bu formüle baflvu-

ruruz. Haz›r yeri gelmiflken geometri

merakl›lar›na bu formülün ç›k›fl› üzeri-

ne çal›flmalar›n› tavsiye edelim. Alper ar-

kadafl›m›z da çal›flmalar›n› devam mutla-

ka devam ettirsin. Görünen o ki kendisi

temelini sa¤lam tutmufl ve çal›flmaya gü-

zel bir noktadan girmifl. Bir yerlerde öz-

gün bir formül ç›karmas› hiç de flafl›rt›c›

olmaz. 

Kendi yapt›klar›n›z›n yan› s›ra mev-

cut çal›flmalar› da incelemeyi unutma-

y›n. Baflkalar›n›n yap›tlar›n› incelemek

size ›fl›k tutabilir.  
N i l ü f e r  K a r a d a ¤

karadagnilufer@yahoo.com

Bir Daire ile ‹ç Te¤et 

Üçgenin ‹liflkisi Üzerine  

Merhaba,

Ben Robert Kolej’de 9. s›n›f ö¤rencisiyim. Derginizde böyle bir

köflenin olmas›n› f›rsat bilerek yaklafl›k iki sene önce yapt›¤›m fakat

ard›ndan bir çekmeceye kald›rd›¤›m bu çal›flmay› de¤erlendirmeniz

için size yolluyorum… 

fiekilde görüldü¤ü gibi kenarlar› a, b ve c olarak adland›r›lm›fl

bir üçgen, içinde bulundu¤u dairenin yar›çap› (r) taraf›ndan hayali

olarak üç küçük ikizkenar üçgene bölünmüfl durumdad›r. Her bir

ikizkenar üçgenin taban›na dik inen yüksekliklere s›ras›yla ha , hb

ve hc denmifltir. A iç te¤et üçgenin alan›n›, Ç ise ayn› üçgenin çev-

resini temsil ediyor. 

Dik üçgendeki Pisagor ba¤›nt›lar›ndan faydalanarak yükseklikle-

ri ait olduklar› kenarlar ve dairenin yar›çap› cinsinden yazabiliriz.

Buradan yola ç›karak ikizkenar üçgenlerin alanlar›n› içinde h ifade-

si olmayacak biçimde yazabiliriz.

Elimizdeki ikizkenar üçgenlerin alanlar›n› tan›mlayan bu for-

mülleri birlefltirerek büyük üçgenin alan›n› de¤iflik bir yoldan ifade

edebiliriz.

Bu ad›mda elde edilen sonuç tüm üçgenler için geçerli olabilir;

fakat takip eden ad›mlarda ilgilendi¤imiz üçgenin bir eflkenar üçgen

oldu¤unu kabul edece¤im ve ortaya ç›kan sonuç sadece eflkenar üç-

genlerle alakal› olacak. Baflka bir deyiflle, biraz önceki üçgenin tüm

kenarlar›n›n ve yüksekliklerinin eflit olduklar›n› varsayarak ilerleye-

ce¤im. Üçgenimizin yüksekli¤inin ikizkenar üçgenlere ait bir yük-

seklik ile üçgenin karfl› köflesinden gelen dairenin yar›çap›n›n top-

lam› cinsinden yaz›labilmesi için bu ikisinin ile ayn› do¤rultuda ol-

mas› gerekir ki bu koflul, aç›lardan faydalanarak ispatlanabilece¤i

gibi, ancak üçgen eflkenar olursa sa¤lanabilir.

Bu formül kullan›larak eflkenar üçgenin alan› farkl› bir yoldan he-

saplanabilir. Bununla birlikte e¤er çevreyi ve yar›çap› eflkenar üçge-

nin bir kenar› olan a cinsinden yazarsak bu formül üzerinden eflke-

nar üçgenlerin alanlar›n› bulurken genelde baflvurulan alan formü-

lünü türetebiliriz.

Dairenin yar›çap› ve üçgenin çevresine karfl›l›k gelen bu de¤er-

leri ’ya yerlefltirirsek,

fleklinde ifade edebiliriz formülümüzü. 

Nihayet, bunu da A’y› tek bafl›na b›rakacak bir biçimde yeniden

düzenlersek eflkenar üçgenin normalde kullan›lan alan formülünü

elde etmifl oluruz:

‹zledi¤imiz bu yöntem bir eflkenar üçgenin alan formülünün,

normalde kullan›lan yol olan yükseklik ile yüksekli¤in dik indi¤i ta-

ban›n çarp›m›n› ikiye bölmenin d›fl›nda, üçgenin çevresi ve içinde

bulundu¤u dairenin yar›çap› kullanarak da türetilebilece¤ini kan›t-

lar. Bu yöntemin eflkenar üçgenlerin alan formülüne ulaflma yolun-

da yeni bir yaklafl›m olabilece¤ini zannediyorum. Ayr›ca

formülünün özgün bir bulgu olup olmad›¤›n› da

merak ediyorum. De¤erlendirirseniz sevinirim. Teflekkürler.

Alper Özmumcu 

Bir Buluflum Var

E¤er siz de kaydetti¤iniz önemli bir bulgu
oldu¤unu düflünüyorsan›z dergimize gönde-
rin ve onu sizin için de¤erlendirelim. Adre-
simiz:

TÜB‹TAK Bilim ve Teknik Dergisi,
Buluflumu De¤erlendirin Köflesi,
Atatürk Bulvar› No:221 
Kavakl›dere-ANKARA 
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