Ideal Kagt, Cetvel-Pergel’e Kars

Aciy1 Uce Bolmek

Aclyl tce bélmekten ne anlasiimasi gerektigini hatirlyor musunuz? 360 derece ve onun 2'ye,
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parcasindan birinin geometrik olarak elde edilmesidir istenilen. "Geometrik olarak" ise, "sadece
cetvel ve pergel islemieriyle" dar anlamina geliyor. Bunun tabu olduguna inananlardansaniz, Bilim
ve Teknik'in 364. sayisi (Mart, 1998) sizi hazirliksiz yakalamis olmall. Derginin 33. sayfasinda,

"Aci Nasil Uge Béltindr?" bashgi altinda, serinkanlilikia “Iste boyle ...

kul yillannda karsilasoi-
mimiz, dgrenilen mate-
martikle celiskili gibi go-
riinen, ikinin bese esit
oldugunu ispatlamak, 19
deveyi pargalamadan ii¢ ogula biliis-
tiirmek gibi acaiplikler arasinda, bazan
aciyi iice bélmek de ver alirdi. Sergile-
nen "ispat’larin bozuk halkasini her se-
ferinde kesfedemesek de, yalniz cet-
vel ve pergel kullanarak miimkiin ol-
madigini birilerinden duvduktan son-
ra, agiy1 iige bélmeyi vasaklar listesine
kavdedip rahatlamisuk. Ama simdi Hi-
sashi Abe adinda biri, iddiaya gore, fige
bolemedigimiz acimizi iizerine ¢izmis
oldugumuz kidgidi aliyor; hepimizin
bildigi katlama-agcma operasyonlanni
uvgulayarak béliiverivor ii¢ esit parga-
va. "Olamaz!" deseniz de. ispat karsi-
mizda; cergeve iginde tekrar verivoruz.
Origamide usta olmasak bile, von-
temde dnerilen islemler, mektup kat-
lamadan kigic ugak, kayik vapmaya,
alisik oldugumuz, hattd zevk aldigimiz
sevler. "Katlama" deyince bize ¢ok ba-
sit, kolay, ve kesin birseymis gibi geli-
vor. Su ucu buradan katlavacaksin: bu
kenarla drekini iistiiste getirip tekrar
katlavacaksin, sonra agip bir de sura-
dan soyle katlayinca... Bir de bakiyor-
sunuz agr {ice boliintivermis. Acaba
gercekten de o kadar kolay mif Cet-
vel-pergele (C-P) boyun egmeven bir
problem katlamaya nicin yenilsin?
Acaba katlama ile C-P islemleri arasin-
da kendini pek de agikga gistermeven
bir bag, bir esdegerlilik olamaz mi?
Yoksa katlamanin C-P ikilisine gore
bir iistiinliigii mii var?
Onerilen bazi iglemlerin rahatga
vapilamavabilecegi, hattd belki de
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miimkiin olmayabilecegi izlenimi ve-
ren bir takim ipuglan var satr aralarin-
da. 2. adimda, asagida tamsacagimiz
(06) aksivomu uygulanirken, "Bunu
vapmak kolay olmayabilir! (Daha dog-
rusu dyleymis, ¢iinkii denemeye cesa-
ret dahi etmiyorum.)" yorumuyla kar-
silagiyoruz. Ustelik bir yorum daha:
"Belki birkag denemevle katlama igin
dogru ver belirlenebilir." (Italikler biz-
den.) Iy denemeye kaldiysa, pergelle
uvgulanabilecek birkag denemevle,
her ag1 belki dogru sekilde iige balii-
nebilirdi. Veva, denenmesi sizi rahat-
siz etmeyecekse, pergelle bir tiirlii bo-
lemediginiz agilarinizi teslim edin Hi-
sashi Abe’ye; sonug garantili. Nigin ga-
rantili? Ciinkii vukarda sozii edilen iig
adimda bir matematiksel ispat gergek-
lesiyor. Ergo: Her agi, kit katlama-
nin karsi konulamaz avantajlan save-
sinde pekaili iige béliinebilir!

Py k .f\\

v/ Sekil 1

Huzita'nin (06) Aksiyomu: Uzerinde P,
P, noktalan ve |4, |, dogrulari belirfenmis
olan bir kagit, P, noktasi l;, P, noktasi I,
tizerine gelecek sekilde katlanabilir. k
katlama eksenini gésteriyor. Buna dik
olan P,Q, ve P,Q, dogrular paraleldir.
Aynica, P,Q, = Q;P, ve P,P, = Q,Q, dir.
Q;, Q, ve k'yt cetvel-pergel kullanarak
bulabilir misiniz?

" deniyor, "1. ...2. ...3. ..."

Ileri siiriilen yontemin nihai basa-
nist, iizerine kuruldugu ve kagir katla-
mavla ilgili aksiyomlara, ozellikle de
onlardan birine dayaniyor. Bu aksi-
yom, Humiaki Huzita adinda baska bir
ustanin altr aksivomundan, yani Origa-
mi Aksivomlar'ndan, (O6) kimligini
ragtyan sonuncusu. Sévle taniuliyor
(06) bir tinceki sayfada: "py ve p; nok-
talart ile 1| ve 1, dogrulan verildiginde,
py noktasini 1y ve p; noktasini I, dog-
rusu iistiine getirecek bir katlama ya-
pabiliriz." Abe’nin agiyi iige bilme
vontemini bir zincire benzetirsek, onu
gelistirirken dayandigi en kritik halka
bu. Halkay: édiing aldig Humiaki us-
taya ne kadar giivenebiliriz? Acaba ak-
sivomunda yanilmig olamaz mi? Eger,
"Aksivom aksiyomdur; dogrulugundan
va da vanhghgindan soz edilemez, on-
lar iizerlerine teoremlerin kurulmas
igin vapilmig varsayimlardir." diyorsa-
niz, o zaman, "Bir agt C-P ile ii¢e bolii-
nebilir." de bir aksiyom olarak kabul
edilemez miydi? Belki de, sadece C-P
kullanarak yapilabilen &teki islemleri
tanimlayan aksiyomlara o da eklensey-
di. sorun ortadan kalkard:.

Bu alunc aksivomu kendinden
inceki bes aksiyomla kargilagtirsaydi-
mz sunu gorecektiniz. Huzita'nin
(O1)-(O5) aksiyomlar, katlamada ye-
terli el beceriniz olmasa bile, C-P var-
dimiyla buluvereceginiz, katlama ek-
seni, katlamadan sonra iistiiste gele-
cek nokrtalar veya gizgiler yardimiyla
kolayca ve sonlu sayida operasyonla
gergeklestirebileceginiz geyler. Hal-
buki (06) pek dyle gibi goriinmiiyor.
Sekilde (O6) nin nasil elde edildigini
goriiyorsunuz. Kigidi nokeali ¢izgivle
gisterilen katlama ekseni k'dan kat-
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larsaniz, kagidin soldaki kanadi sagda
kesik gizgivle gosterilen konuma ge-
lirken, Py noktasi |} dogrusunun Q,
noktasina, I, dogrusunun Q, noktasi
da P, noktasina konuslanir. Asagida
"katlama"dan ne anlagilmas: gerektigi-
ni gozden gegirecegiz. Ona gore, bii-
tiin mesele k eksenini bulmava indir-
genebilir. Bunun igin ise Q; ve Q,
noktalanndan birini bulmug olmaniz
yeter. lyi ama nasil? "Katlayarak” diye-
mezsiniz, ¢iinkii heniiz katlamayi ya-
pacaginiz ekseni bilmiyorsunuz, Akl-
mza C-P geliyorsa, iste ¢ozmenizi
bekleyen gizim problemi: Py ve P,
den gegen dyle iki paralel dogru ¢izin
ki, bunlardan ilki 1, i Q,, ikincisi de |,
vi Q, nokralarinda  kesiyorsa,
P1Q,=0,P; ve Q,Q,=P P, olsun. Pe-
ki, bunun C-P ¢oziimii var mi? Unut-
mayn, isin sonunda l; ve I, arasindaki
agimn iice boliinebilmesi yauyor. Q,
veya Q, vi bir kere elde ettiyseniz, |,
ile I, arasindaki agiy1 bolmek igin geri-
ye kalan islemler, C-P ile raharca ta-
mamlayabilecefiniz sevler. Belki siz
de bu ¢izimin basanli olacagindan
imidinizi kesmege basladiniz. Eper
oyleyse, geriye kalan tek iimit kapisi,
katlamanin C-P yonteminden iistiin
olabilecegi ihtimaline agiliyor; ve in-
san, kdagit katlama ile C-P islemleri
arasinda ne gibi iliskiler olabilecegini,
veya aralarinda bazi bagimsizhiklar bu-
lunup bulunmadigini diistinmeden
edemivor,

Nigin Cetvel
ve Pergel?

Cogumuzun hi¢ degilse ilkogre-
nim sirasinda kullandigimiz bu ¢izim
iletlerinin ozellikleri ne? Nigin bagka
dletler, meseld terzilerin kullandig e3-
ri cetvel, spiral ¢izme diizenegi, birbi-
rine eklemlenmis dirc ¢ubuklu bir
mekanizma kabul edilmiyor da, sade-
ce diiz bir kenari olan cetvelle, degisik
varigaplarda daire ¢izebilen pergele
izin verilivor? Ciinkii bunlar diizlem
geometride (Euclid geometrisi) cok
temel olan gok basit iki iglemi gercek-
lestirmek i¢in yegine basit dletler.

e |ki noktayi birlestiren tek bir
dogru ¢izgi vardir, ve cetvel bu gizgiyi
cizmemizi saglar: yani bu dogru cizgi
iizerindeki biitiin noktalan cervel yar-
dimiyla bulabiliriz.
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Séadece cetvel ve pergel kullanarak,
a) daireyi altiya, b) 45° yi dge, c) 6 cm'lik
dogru parcasin yediye, bélebilir misiniz?

* |ki nokta arasindaki uzakhg (ki
bu en kisa yol demektir) bagka bir ye-
re pergel  Kkullanarak rasiyabiliriz.

Tabii burada ideal bir cetvelden,
ideal bir pergelden ve ideal islemler-
den sz ediyoruz. Gergek cetvel ve
pergeldeki hatdlar, onlarla birlikte kul-
landigimiz kalem ucunun kahnlig, ka-
gidin kalitesizligi, bizim yapabilecegi-
miz yanilgl ve beceriksizlikler elde
edecefiimiz sonucu tnemli dlgiide et-
kiler. Isterseniz pergelinizle bir daire
cizip, sonra da {izerindeki bir noktadan
baglayarak, pergel araligini bozmadan,
¢evresinde alu adim atarak bagladig-
niz noktaya dinmeye calisin. Teorik
olarak bunun miimkiin oldugunu bili-
yoruz. Ama, ne kadar titiz ve dikkatli
olursamz olun, tam tamina aym nokta-
va donmek i¢in sonsuz sansiniz olmasi
gerek. Garemediginiz hatdlar mikros-
kop alunda mutlaka goriiniir. Benzer
sekilde, bir dogru pargasinin bir tek or-
ta noktasi vardir, ama siz, her deneyisi-
nizde ona ¢ok yakin baska baska orta
nokralar bulursunuz.

Bunlar hi¢ énemli degil. Asil olan,
ancak diigiincemizde ver alan ideal
nokralar, ideal dogrular, ideal daireler,
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Sekil 3 -
Ideal kagit adi kagida karsi.
(a) Uzun bir kdgit serit boylamasina bu-
rulacak sekilde zorlaniyor.

{b) Burulma olursa sonug bir sarmaldir
(helis) ve kdgit gercek kagittir.
(c) Burulma olmuyorsa (veya kadit kiril-
diysa) ideal kagittr.

Biyiik bir kireyi gercek kagit parcala-
riyla kinsiklik yaratmadan kaplayabilirsi-
niz, ama ideal kagitla bu imkansiz.

ideal esitlikler, ve ideal islemler. Ne
gergekren ¢izgi cizmemize gerek var,
ne de nokra gistermemize. Zaten bii-
tiin ispatlarimiz da diisiince uzayinda
vapmiyor muyuz? Eger bunu vyapar-
ken, diisiincelerimizi biraz somutlasti-
rarak diigiince akisim Kolaylagtirmak
iizere gekillere bagvurmak ihtivacin
duyuyorsak, onu bile sidece kalem ve
kigit kullanarak, elle cizivoruz. Yani
¢izim daima yardimer; ne kadar mii-
kemmel, ya da ne kadar kaba olursa ol-
sun! Béylece, ancak diisiincemizde
var olan ideal cetvel ve ideal pergelle
vapabilecegimiz bakin neler var: Belli
bir noktadan gegen herhangi bir dog-
ruyu, veya belli iki noktanin ikisinden
de gegen dogruyu ¢izmek; merkezi ve-
rilen bir nokta olan, belli yanigapta da-
ire ¢izmek ( yani o noktadan uzaklikla-
1 belli bir uzunluga esit olan biitiin
noktalan elde etmek); verilen bir agiya
esit bir agt kurmak; bir dogru parcasini
tam sayida egit parcalara bélmek: bir
agiv iki, dore,...2" esit parcava bol-
mek; elips. parabol veva hiperbolii
nokta nokta ¢izmek;...ve daha pek ¢o-
gu. Ne vazik ki herhangi bir agivi ii¢
esit parcaya bolmek bunlar arasinda
yer almiyor. Siz belki gergek cetvel ve
gercek pergelinizi ustaca kullanarak
bunu herkesge (rabii matematikgiler
diginda) kabul girecek diizeyde basa-
rabilirsiniz. Ama ispat edemezsiniz. ls-
te matematikle uygulama arasindaki
fark bu kadar ince, ve yine de kabul
edilmeyecek kadar biiyiik.

Gergekte kullamilan cetvel ve per-
gel birbirinden ¢ok farkli dletler gibi
giriinse de, ideal cetvelle ideal pergel
arasindaki fark ashnda ¢ok énemsiz.
Pergeli, cetvel iizerinde nokta belirle-
mekten kagmmak igin kullaninz. Per-
gelin iki ucu arasinda belirlenen sabit
uzakhig, cetvelin kenan iizerinde isa-
ret edecegimiz iki nokra arasina tasidi-
gimiz diigiiniirsek (bunun tersini de
vapabiliriz), cetveli pergel gibi kulla-
nabilmek i¢in yapacagimiz tek sey, bu
isaretledigimiz noktalardan birini ki-
it iizerinde belirlenen bir nokeaya sii-
rekli ¢akismis olarak tutarken dreki
noktanin alabilecegi her konumu, cet-
veli dindiirerek belirlemek olurdu.
Burada agikga soylenmeyen varsayim,
ideal cetvelin (veya agikligi belirlen-
mis pergelin) ideal kau cisim gibi dav-
randigy; yani seklini, boyutlarnim hig
degistirmedigi.



Ideal Kagit
Cok Inatcidir

Hepimizin ¢ok iyi bildigi ger¢ek
kigitlar, kendilerinde bulundugunu
sandigimiz, ya da onlara yakigtirdigi-
miz dzellikleri her zaman g¢ok iyi gos-
teremez. Islanmadikea, agin zorlanma-
dikga farkina varilmasa da, katlanirken
boyutlarini az veya ¢ok degistirebilir-
ler. Katlamalar ve diger iglemler so-
nunda elde etmeyi bekledigimiz ma-
tematiksel sonuglar ancak ideal bir ki-
fatla elde edilebilirdi. O halde, ideal
kigidi ramimlamak gerekiyor. Bunun
icin ideal kdgidin agagidaki Gzellikleri-
ni bilmek yeter:

o Kalinhg voktur (sifirdir).

¢ Hig direng gostermeden kivrila-
bilir, biikiilebilir, katlanabilir.

o (zerine gizilebilen biitiin dogru
ve egr cizgilerin uzunluklan degis-
mez; dolayisiyle, bunlarin olusturabile-
cepi agilanin, alanlann degeri kiviilma
veya katlama ile degismez.

e Biitiin nokralari bir diizlem iizeri-
ne gakigtinlabilir.

Bu ozellikleri sivesinde, bir ideal,
diizlem kagit istenildigi gibi egilip,
biikiiliip, katlanip, burusturuldukran
sonra, tekrar acilarak diizlem hiline
getigilebilir; bu isglemler sonucunda,
iizerinde bulunan ¢izgi, sekil ve agilar

Aci Nasil Uce
Bolunar?

Iste béyle... 1970'lerde Hisashi Abe'in ge-
ligtirdigi bu yontemie:

/

/

A

1. Uge bdlecegdi-
miz ag, kagidimizin
alt sol kégesinde bu-
lunsun. Bu agya A
diyelim. (Unutmaya-

} Im ki, burada A'nin
} bir dar ag oldugunu

varsaylyoruz, fakat
bu ybntemi genig
aglara uyarlamak da son derece kolaydir)
Simdi de alt kisimda, birbirine paralel ve esit
uzaklikta katlama gizgileri olugturalim.
2. Sira (OB)'y1 uygulamaya geldi. p1'i L1,
katlayalim. Bunu
yapmak kolay ol-
mayabilir!l (Daha
mis, gUnk{l dene- \
meye cesaret da- 1
hi  etmiyorum.) \

p2'yi L2 Uzerine

\
dogrusu Oyley-  saf=d
Belk birkag de-  #y

by
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aruk eski, diizlem ha-

AJ

@

line gelmedigini go-
riirsiiniiz. Kat izi bo-
yunca kdgit uzamistir.
ldeal kidgitta bu ol-

gére biraz dénmilg olarak (c),
veya biraz kaymis olarak (d).
Bu son iki katlama bozuk

fgin
mez.Yanl{c)m(dJme_

(d)
e e

maz.

Gergek kdgittan
ince, uzun bir seridi
iki ucundan tutarak
burabilir, burgu sekli-
ni verebilirsiniz. 1deal
kdgitta bu da miim-
kiin degil! Nigin mi?
Burulmadan énce, se-
ridin iki paralel uzun
kenant ile bunlarin
arasindaki orta ekseni
tam tamina esit uzun-
luktadir.  Burulunca
iki kenar, upki gift
DNA sarmali gibi, he-
lis hiline gelirken orta
eksen dogru olarak
kalir. Ama bunun igin
kenarlarin  uzamasu,
bu uzama sonucu olu-

Ba‘

kégitla gerceklegtiremezsiniz.

da higbir degigiklik olmaz. Bu bakim-
dan, ideal kdgida iki boyutlu ideal ka-
t1 cisim goziiyle bakabilirsiniz. Halbu-
ki, gercek kagdi katlayip, kat yeri be-
lirginlegsin diye parmagimiz ve tirnagi-
niz arasinda styirmigsaniz, agtuiginizda

nemeyle katlama igin dogru yer belirlenebilir.
3. L1 dogru-
sunun katlanmig
kisimda  kalan
(yani kagidin arka
ylizinde) Kkismini
uzatalm ve elde
ettigimiz yeni giz-
giye L3 diyelim.
Simdi Ikincl adim-
da yaptigmiz katlamay agalim ve L3'U alt sol
kiygeye uzatalim. Dikkat edin, ¢link( uzattiginiz
Gizginin tam kose noktasini bulmasi gerekli,
Sirpriz! L3 gizgisi, su anda tam olarak A agisi-
ni veriyor,
lyi ama, neden? Bu soruyu yine sekil tize-
rinde yanitlamak da yarar var, Gorlldigi gibl,
seklimize birkag gizgi daha eklendiginde, artik
AOB, BOC, COD (ggenlerinin benzer (iggen-
ler oldugunu gdrmek oldukga kolay hale geli-

yor. Boylelikle
AOB, BOC ve
\[‘/
o
H. N, C)st}‘lﬂ\f D 1
Bilim ve Teknik Dargis!

COD agilan birbi-
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rine esit oldu-
gundan, elimizde
A/3 agisi kalyor.

san i¢ kuvvetleri den-
gelemek iizere de, ek-
senin kisalmasi gerekir. Yalmz kagit
degil, ¢elik, hattd ondan daha da kau
olan elmastan yapilmis bir serit bile
burulmaya karsi koyamazken, ideal
kdgit bunu yapmaniza inatla direnir,
ciinkii dogasina aykindir. Cok rijit bir
boruyu buramadiginiz gibi onu da bu-
ramazsiniz. Ama 6te yandan, her tiirlii
egmeye, bitkmeye, ve tabii katlamaya
da hi¢ direng gostermez; veter ki, iize-
rine ¢izildigini diisiinebileceginiz,
dopru ya da egri biitiin gizgilerin uzun-
luklan degismek zorunda kalmasin.
Buna gerek var; aksi hdlde katlamadan
sonraki uzunluklan tncekilerle nasil
karsilastinr, nasil matematik kesinlik-
te ispatlar yapabilirdik?

Nasil Katlamah?

Once gergek bir kagidi nasil katla-
digtmizi haurlayalim. Gergek kigtla,
hemen higbir zaman farkina dahi var-
madigimiz bir kolayhkla bagardifimiz
pek ¢ok katlamada bu kolayligi nelere
borglu oldugumuzu hi¢ diisiindiiniiz
mii? Soyleyelim; iki sey cok dnemli:

1. Cogu zaman kdgidimiz acilmis
durumdavken dikdértgen veya kare-
dir. Katlarken ilk adim olarak mevcut
kenarlari, kigeleri veya buna benzer

Bilim ve Teknik
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(06): Py 11y, Pgylla Ostine getiren katlama

Sekil 5. Huzita'nin alti Origami Aksiyomu. Py, P, verilen noktalar, 1y, I, verilen dogrular; A, B gelisigizel segilmis noktalar; k katlama
ekseni; Py, P, A, B’ katlamadan sonra P,, P, A ve B nin Ustiine gelecekleri eslenik noktalar. llk bes aksiyomu pratikte gercekles-
tirmek igin gerekll olabilecek ek noktalar P, P, A, B' ve katlama ekseni k, cetvel-pergel yardimiyla kolayca elde edilebilir, (O6)
ise, bir ideal kagit bikilerek P, noktas: |, (izerinde kaydirilirken, |, dogrusunun P, ile cakistigy durumda katlama tamamianir. Ideal
kagtla, ilk beg akslyom olan (O1)-(05) de daha kolay gergekiestirilebilirdi. ;

"goriinen” bazi elemanlan iistiiste ge-
tirmeye ¢aliginz ki bu kolaydir.

2. Daha sonra, asil "katlama"yi ger-
ceklestirirken, cofunlukla farkinda bi-
le olmadan, kigidin iistiiste dokun-
durdugumuz iki katumn bitbin fistiin-
de biraz kayarak, biraz donerek, katla-
manin son durumunda alacaklan Ko-
numlara kendilennt ayarlamalarina
izin veririz. Yani baslangigta olabilecek
kiigiik hatilarm kabul edilebilir bir
diizeye inmesine vardimar oluruz.,

Ne¢ demek istenildigini asagidaki
deneylen vaparak daha kolay anlaya-
bilirsiniz. Once geligigiizel kesilmis
adi kagila soyle bir katlama gergekles-
tirin: Kagdin dizerine gelisiglizel ki
nokta isaretlevin ve sonra bu iki nok-
tvt fistiiste getirerek Ratlamavi ta-
mamlavin. Denevi birkag kez tekrarla-
varak, katlama sirasinda ne vapugni-
za, ne gibi kolayliklar sagladiginiza, ve
sonunda ne kadar baganh oldugunuza
cok ivi dikkat edin. Ozellikle, iki nok-
tayi iistiiste geormenin kolay oldugu-
nu, ama bunu vaparken tsteeki kag-
din aletakine gitre bazan biraz sola, ba-
zan biraz saga dénmily olabildigini far-
ketmissinizdir. Boyle olunca da, iki
noktave iistiiste geurdikeen sonra K-
din dist ve alt Katlanmn birbirine gére
dinmesine izin vermeden, katlama is-

Elhim 1003

lemini Katlama ¢izgisine kadar siirdii-
riirseniz, kingikliklann ve diizlemden
sapmalann meydana gelmesini tnle-
yemezsiniz.

lkinc¢i deney bu sonuglan gok daha
carpic sckilde ortava kovar. Yukanda-
ki deneyi, kit yerine, paket yvapma-
da kullamlan genig vapigkan bandlar-
dan kesecediniz bir parga ile tekrarla-
vin. Ama bu scfer katlarken yapiskan
viizler birbirine degecek Aruk yukan-
da soziinii ettgimiz ikinci kolavhktan
isteseniz de vararlanamazsimz, Nokta-
lan karyt karsiva genrip daha ilk tema-
st yapar yapmaz, bundan geri dénme-
niz, veya kaydirarak, déndiirerek avar-
lamamiz artik miimkiin degildir. Dog-
ru-diiriist, kabul edilebilic bir katlama
vapabildiyseniz, ya ¢ok vetenekli va
da gok sansh olmahsiniz. Denemelerin
biiviik gogunlugunda, rek. ideal katla-
ma ckseni verine, az veva gok savida
kisikliklar, katlar olustugunu goriir-
siiniiz.

Gergek kigidr katlarken vararlana-
bildiginiz bu kolayhk, yani déndiire-
rek avarlama, ashnda gergek Kkagidin
sahip oldugu uzayabilme. Kivnlabilme
gibi dzelliklerin sagladi bir imkin.
11k bakista bu bir avantaj gibi goriinse
de, alunda vatan belirsizlik viiziinden
katlamamizi da matemariksel bakim-

dan belirsiz vapiyor. Yani gergek kagit-
la, sddece iki nokravi bir defada distiis-
te getirerek, tek katlama gizgisi olan,
ideal bir katlama yapamazsiniz; dene-
meniz gerek. Deneme ise matematik-
te gegersiz. Ama ideal katlamayi vine
de ¢esith vollarla gergeklestirebilirsi-
niz. Ustiiste gelmesi istenen iki nokua-
yt birlestiren dogruyu gizdikeen sonra,
noktalan ¢akigtinrken bu dogrunun iki
vansini da birbiri iizenne ¢akistirarak;
veva nokealan birlegtiren dogrunun or-
ta dikmesinin katlama ¢izgisi oldugu-
nu haorlavip bunu kullanarak; veva
iistliste gelecek bagka bir nokea ¢ifti
daha elde edip oreki ¢iftle birlikte onu
da cakisurarak...

Biitlin bu vollarin ashinda birbirine
denk oldupu, ¢akigacak iki nokea veril-
dikten sonra, hem Katlama ekseninin,
hem de cakigmast gereken bagka cle-
muan giftlerinin (nokta veva gizgi) C-P
ile kolaylikla elde edilebilmesinden
anlagtlabilir. Bévle iki ¢ift eleman bu-
lundukean sonra, bunlar gakistnlarak
tamamlanan bir katlama ideal katla-
madir yant ideal kigiths miimkiin ola-
bilecek vegine, dogiru katlama,

Huzita'nin ilk bes aksivomu ger-
¢ek kage ve CG-P kullanarak agiklanan
katlama vontemi ile gergeklestirilebi-
lir: Ustiiste gakisacak farkh iki gift
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nokta (veya geomertrik eleman) elde
ederck. Gardiigiiniiz sekillerde her
aksiyom igin Py, P, verilmis noktalar;
Iy, 15 verilmis dogrulan; A, B,... gelisi-
giizel secilmis noktalan ve A’, B',...
onlarin ¢akisacag eslenik nokealan; k
ise katlama eksenini gostermektedir.
Ama (06) aksiyomu igin, yani katla-
mada ayn ayn iki noktanin herbirinin
ayn iki dogru iizerine gelmesi igin, A,
A’ ve B, B’ gibi eslenik noktalar artik
C-P ile bulunamaz.

Son Umit:
Ideal Kagit

Simdi son
bir iimidimiz
kaldi (O06) w1
kurtarmak
igin: [deal ki-
git. Acaba ide-
al kagit kullamyor
olsavdik, onu katla-
mak i¢in de yine bir-
biriyle c¢akisacak iki
ayn nokta ¢ifti mi bul-
mamiz gerekecekti? Yoksa, meseld si-
dece bir ¢ift noktanin iistiiste getiril-
mesi yetecek, bunu yapinca diger bii-
tiin eglenik noktalar, katlama islemi
ilerledikge, otomatik olarak iistiiste
geliverecek miydi? Ideal kigidin, se-
rit halindeyken burulmaya karsi gos-
terdigi sonsuz direng gibi, katlarken
de baslangi¢ta iki noktasinin iistiiste
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getirilmesi, bir ve ancak bir sekilde,
yani ideal katlamaya gétiirecek sekil-
de gerceklesebilir olamaz miydi?
Eger dyle ise bu, ideal kigidin gergek
kigida iistiinliigiinii gosterir: [deal
kagidin iki noktasini ancak ve ancak
tek bir sekilde, yani ideal katlamada
eslenik olacak sekilde, iistiiste getire-
bilirsiniz ki, bu da kesinlikle sizi dog-
ru sonuca gotiirecek bir islemdir, Bu
iistiinliik, ayni zamanda ideal kagit
katlamanin C-P islemlerine de iistiin
oldugu anlamina gelir. (01)-(05) ak-
sivomlar1 bile ¢ok daha zahmertsizce,
birer eleman ¢akistrmakla elde edi-
lebilir. Ve aruk
(O6) ideal ka-
gitla ve sonlu
sayida operas-
yonla  soyle
gerceklestiri-
lebilir:
. p| nok-
tast |y fizerinde
herhangi bir Q,
noktasina getirilir. Bu sirada P, de ka-
gidin baska bir Q, noktasina dokun-
maktadir.

* Py nokrasi || iizerinde kaydinlir-
ken Q; izlenir ve onun |, ile ¢akisug
andaki konumu sabit tutularak katla-
ma tamamlanir.

Gercek kagitla bunu yapamazdi-
miz, ¢linkii P ile 1} cakisunhirken | ka-
git degisik yonler alabilirdi. ldeal ka-
gitta bu ancak tek bir vonde, dogru
olan yonde, miimkiin.

Sonug

Huzita’'nin son aksiyomunun ge-
cerliligi, kullamlan kagidin ideal kagit
olmasina, yani onun herhangi bir yin-
de uzama veya kisalmaya karsi sonsuz
direng gosterme ozelligine bagh gibi
goriinityor (aksiyom ileri siiriiliirken
bu konuda titizlik gésterilip gisteril-
medigini bilmivoruz). Tabii bunun
icin, katlamada yalniz iki noktanin ca-
kigsunlmasinin yeterli oldugu ispat
edilmeli. Gergek kagitea iki ¢ift nokta-
ya ihtiya¢ duyulmasi, katlamava dogru
sonug verecek sekilde baslanmadif
durumlarda, sapikhg diizeltecek véin-
de bazi kaydirma ve dindiirmelerin
miimkiin olmasi ger¢egine dayaniyor.
Meseld, gercek kagidi , bazi sinirlar
iginde de olsa, iizerine cizilmis esit
uzunlukta, ama simetrik olmayan AB
ve A'B’ dogru pargalanini iistiiste geti-
recek sekilde biikebilirsiniz, ama bu
sizi ideal katlamaya gotiirmez; bunun
icin dogru parcalaninin simetrik olmas
gerekir, ve simetri ekseni ayni zaman-
da katlama eksenidir. O halde prob-
lem su teoremin ispatina indirgenmis
goriiniiyor: Ideal kagit iizerindeki esit
uzunlukra olan fakat, diizleme agindi-
nldifinda simetrik olmayan iki dogru
parcas: iistiiste ¢akistirilamaz. Veya:
Ideal kigidin biikiilerek iistiiste geti-
rilmis iki pargasi, birbirine giére din-
diiriilemez. Teoremi ispat etmek iize-
re bir yaklagim, bunun aksinin yapila-
bilmesi igin, ideal kagit ozelliklerinin
digina ¢ikilmasi gerektigini (meseld
¢izgi uzunluklarnin veya agilann de-
gismesi, ya da ideal kigidin burulmasi)
gistermek olabilirdi. Denemek ister
misiniz?

Suha Selamoglu
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Ay Imparatorlugunun

Yiikselis1 ve Cokiist

Jules Verne'in Aya Yolculuk adll Gnli kitabini herhalde okumussunuzdur. Ug arkadas uzun
namlulu bir topla kendilerini Ay'a attinrlar. lan Stewart bu sertiveni matematikle stirddrtiyor.
Ayrica matematik yardimiyla haritalandirmanin eglenceli bir yani da var.

Binbasi Elphinstone, arkadagi ].'T.
Maston ana teleskopun okiilerinden
(goz pargasi) gokyiiziinii izlerken,
Baltimore Gozlemevi'nin kubbesi al-
unda bir ileri gidivordu, bir geri.
Maston gergin bir sesle “Onlan gore-
medim.” dedi.

Elphinstone sordu: “Bakabilir mi-
yim?”

“Elbette” dedi Maston matema-
tik formiilleriyle dolu kalin bir defte-
ri alirken, “Eger pamuk barutu mik-
tarint hesaplarken % 1 yanhighk yap-
muglarsa Ay’a varmalari saatlerce geci-
kebilir. Saninm Barbicane, Nicholl ve
Ardan’in bagina bir felaker geldigini
diisiinmek icin heniiz ¢ok erken.”

“Hakhsin™ diye i¢ini ¢ekt Elp-
hinstone “insan hep olumlu diisiin-
meli.” Binbasi birden titreyerek sovy-
le dedi: “Bu Long Tepesi, seytanin
ini gibi soguk. Bence simdi ana bina-
ya gidip bir saat isinalim. Sonra gizle-
mevine déner, aragtirmamizi siirdii-
riiriiz.”

Maston “Su haber telgrafinin geri-
dinden bakalim ne haberler gikacak?
Cok merak ediyorum™ dedi. lki arka-
das kubbenin késesine takuklan kii-
¢itk makineye bakular.

“Biitiin haberler nasil olsa serite
vazilacak Maston. Déniiste bakarnz.”

Maston istemeye istemeyve boyun
epdi. Iki adam hizh adimlarla ana bi-

nanin sicacik lobisine girdiler ve bir
garson caginp kahve ve sandvig 1s-
marladilar,

Binbasi duvarda bir Diinya harita-
s1 gorerek durakladi. Bu haritada Al-
manya turuncu, Fransa yesil, Ameri-
ka mor ve Britanya Impatorlugu
pembe renktevdi.

Elphstone gururla sivle dedi:
“Yakinda bu haritayi yeniden gizece-
giz.” “Anlamadim.” dedi Maston.
“Bu haritanin yanina bir de Ay hari-
tas1 koyacagiz; o da mor renkli ola-
cak. Ciinkii Ay, Amerika'nin bir ko-
lonisi olacak. ‘Britanya Imparatorlu-
gu iizerinde Giineg hig batmaz’ de-
nir; fakat Amerika'min Ay kolonisi

Kartograflarin kabusu: Eger biri, iki dlkeden olusmus bir siirii imparatoriugu bir haritada géstermek isterse su kurallara uymalidir:
Komsgu iki Glkenin renkleri kesinlikle bir birinden farkli olmaldir ve ayni imparatorluga bagi iki dlkenin renkleri aym olmahdir.
Resimdeki haritada 12 renk vardir; ama bu durum yalnizca iki (ikesi olan imparatoriuklarin haritalar icin gecerlidir. Ug iilkesi olan

imparatoriuklar icin gerekli renk sayisi 18'dir.
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diinyadaki biitiin iilkelerin iistiinde
viikselecek.”

Bir imparatorluk kurma diisiince-
si aklindan gegmeyen Maston “Oyle
mi, biraz da vyesil gerekecek” dedi.
“Nasil? Anlayamadim.” Oziir diler
gibi agikladr Maston: “Unutmayin ki
Av'a gidenlerden Ardan Fransiz.”
Sonra konuyu degistirmek igin hari-
tavi inceledi: “Haritacilar nigin o ka-
dar ¢ok renk kullantyor, dogrusu sas-
yorum. En az 12 renk olmali.” “Eee,
ne olmug?” “Harvard'ta okuyan ma-
tematikei akrabam, Percival Heawo-
od, bana kiire iizerine cizilen harita
bovamalannda aymi simin paylasan
komsu iki iilkeyi farkli renklerde
gostermek iizere, 5 rengin yetecegini
soylemisti. Yamlmiyorsam problemi
ilk kez 1852'de Ingiliz Francis Guth-
rie ortaya atmig.”

[Editirden: 1879 da londra Ma-
tematik Dernedi iiyesi avukat Arktur
Kempe 4 rengin daima yeteceginin
tanitint sundu; fakat 11 yil sonra He-
awood bu ispatta bir hata buldu.

100 yil kadar hi¢ kimse bir harita-
v, komgu iilkeler ayni renklerde ol-
mamak izere, boyamaya 4 rengin ye-
tip vetmeyecegi bilemedi. Nihayet
1976'da Illinois  Universitesinden
Kenneth Appel ve Wolfgang Haken,
anemli iheiide bilgisayar yardimiyla,
harita boyamak icin asla 5 rengin ge-
rekmedigini kanitlad:. ]

Elphinstone bir an diigiindii:
“IFakat neden tek bir renk yetme-
sin?” “Efendim? Ha, sivlemeyi
unuttum. Komsu iilkeler ayni renk-
ten olmavacak.™

“Anlachm™ dedi Binbas1. “Peki, bir
biregin dilimleri gibi, tepeleri mer-
kezde birbirine komsu daire dilimi bi-
¢iminde 8 iilke olursa ne olacak?”

Maston sovle vanidadi: “Komsu-
luktan ne anladigimizi tanimlamama-
o1 gerekir. Iki iilke, uzunlugu stfir ol-
mayan bir smir pavlasngr zaman
komsudur. Simdi bakivorum da bu
harita gerektiginden ¢ok fazla renk
igeriyor. Saninm ki komsguluk disinda
bazi kosullar uvgulandy.”

Elphinstone kahvesini bitirip bir
brendi ismarlamisu ki Maston heve-
canla firlayip avaga kalko; “Harita
boyama probleminin genisletilmis bir
seklini hatrladim. Varsayalim ki hari-
tada iilkeler yerine imparatorluklar
var. Ayni imparatorluga ait iilkeler ay-
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Her imparatorlugun, Diinya’da ve Ay’da birer tane bulunmak (zere iki illkeden olustu-
gunu varsayarsak bir harita olusturmak igin en cok kac renk gerekmektedir? Resimde
gosterilen haritada 9 renk bulunmaktadir; fakat kimse, 10, 11, hatta 12 rengin kullanl-
digi haritalann olup olmadigim bilmemektedir.

ni renkten olmali. Farkli imparator-
luklarda da ayni renkler kullanilabi-
lir; fakat kural eskisi gibi sudur: iki
iilke komsuysa farkli renklerde olma-
hidir.”

“Bu ¢cok mannkl.”

“Evet, tyle, Dogal olarak, kiire
iizerinde iki imparatorluk komguysa
farkli renklerde olmah. [ki iilke ige-
ren bir imparatorluga 2-imp, iic iilke
icerene 3-imp vh diyelim. m iilke ice-
ren bir imparatorhuk m-imp olacakur.
1890°da Heawood 2-imp’lerden olu-
san bir haritayr boyamak i¢in en ¢ok
12 rengin gerektigini kanitladi, Sekil
'de sol iistte, her biri 2 iilke iceren
12 imparatorlugun 12 renkle boyana-
bildigini goriivorsunuz. Heawood da-
ha ileri giderek sunu da kanitladi: m-
imp'lerden olugmus bir haritayi boya-
mak icin 6 m renk gerekli ve yererli-
dir.

[Editir'den: Heawood daima 6m
sayida m-imp ler iceren bir harita ol-
mast gerektigini tahmin etti. Bu tah-
min 1984°te San Jose Eyalet Univer-
sitesinden Brad Jackson ve Santa
Cruz’daki Kaliforniva Universitesi'n-
den Gerhard Ringel, Heawood un bu
takminini fanitladilar. Giney Kali-
Jorniya Universitesi'nden Herbert-
Taylor, sekil 1'de girildigi izere 18
adet 3-imp ve 30 adet 5-imp igeren
haritalar gizdi.]

Binbagt ikinci bir brendi getirtti
ve sordu: “m-imp’lerden bir béliimii-
niin Ay iizerinde olmasi halinde de,
bu kurallar mi gegerli olacak?”

Maston bir an diisiindii ve “Her-
halde™ dedi “bu durumda bir yerine
iki kiire iizerindeki haritalan diisiine-
cegiz. En basit ek sudur: Diinya
iizerindeki iilkelerden her biri bir 2-
imp'in 1. iilkesidir; bu 2-imp’in 2. iil-

Kesi Ay iizerindedir (sekil 2). Bu du-
rumda Heawoood'unkine benzer bir
yontemle gerekli renk sayisinin 8 ile
12 arasinda oldugu kantlanabilir.”

[Editir'den, Berlin'deti Hum-
bolt Universitesi'nden Rolf Sulanke
gosterdi ki, bu gibi haritalardan bazi-
lart 9 renk gerektirir; fakat dogru ya-
mitin 9, 10, 11 ve 12°den hangisi oldu-
gu bilinmemektedir. Okur 3-imp’ler
diigiinebilir; her 3-imp’in bir iilkesi
Diinya’da, bir iilkesi Ay'da, bir iilke-
si de Mars'tadir. Ug kiire igin en uy-
gun renk sayist 16, 17 ya da 19'dur.
m>4 ise renk sayist sunlardan biridir:
om, 6m-1, 6m-2.]

Elphistone ve Maston gozlemevi-
ne dondiiler.

Haber seridinde hili bir haber
yoktu. Maston goziinii tekrar teles-
kobun okiilerine dayadi. “Bir ey var
mif” dedi Elphinstone. “Hayir, he-
niiz yok. A, bir dakika, iste orada.”
“Bakabilir miyim?.” Binbasi Ay’in
iizerinde ¢ok kiiciik, belli belirsiz bir
nokta gordii. “Ah, nihayet basardilar
demek ki. Yakinda mor renkli bir Ay
haritamuz olacak.” “Biraz da yesil ice-
ren” diye ekledi Maston. “Tabii, ta-
bii. Fakat o ne? Sanirim birgok uzay
gemisi gorityorum.”

Haber seridi makinesi ukirdama-
ya bagladi. Maston kosup haberi oku-
du: “Anakaralararas1 Haber Ajansi
bildirir ki, bugiin Arjantin, Belgika,
Brezilya, Ingiltere, Cin, Almanya,
Hollanda, Japonya, Portekiz, Ispan-
va, Rusya ve Amerika Birlesik Dev-
letleri Ay'a insanli fiize firlatuilar,”

Binbagi Maston’a bakakaldi. “Sa-
nirtm mor, vesil ve 7-10 renk daha
sovlityordun sen?”
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