
2000 y›ll›k Öklid serüveninin so¤uk

bir dufl gibi gelen ay›kt›r›c› çözümü, sa-

dece Öklidyen olmayan geometrileri

gün ›fl›¤›na ç›karm›fl olmaktan ibaret

kalsayd›, herhalde flaflk›nl›k bir süre

sonra geçer ve mesele de küllenir gider-

di. Ama matematik bu büyük ay›kmay›

izleyen yüz y›l içinde kökten bir de¤ifli-

me u¤rad› ve tümüyle yap›salc› bir bili-

me dönüfltü. Yap›salc›l›k deyince akla

belki dilbilim ve kültürel antropoloji gi-

bi bilim dallar› geliyor ama, yap›salc›l›-

¤›n en saf flekliyle hüküm sürdü¤ü bi-

lim dal› matematiktir. Öklidyen olma-

yan geometrilerin getirdi¤i ayd›nlanma-

dan sonra matematik tam bir baflkala-

fl›m geçirerek yap›lar›n ve bunlar›n mo-

dellerinin incelenmesine dönüflmüfltür.

Ben Orhan fi. ‹çen'in hat›ras›na

"kal›p" ve ona uysun diye "ayak" de-

dim ama, kal›ba genellikle yap›, strük-

tür veya "aksiyomatik sistem", aya¤a

da "model" deniyor. Tabii bu modelle-

ri foto-modellerle kar›flt›rmamak la-

z›m. Ama asl›nda baz› benzerlikler de

yok de¤il. Bir kiflinin foto-model ola-

bilmesi için belli baz› ölçülere ve özel-

liklere sahip olmas› gerekiyor. Gerisi o

kadar önemli de¤il. Bizim modeller

için de (yani matematikteki modeller

için de) önemli olan, sözkonusu yap›-

n›n ya da aksiyomatik sistemin temel

koflullar›n› (yani aksiyomlar›n›) sa¤la-

malar›. Gerisi önemli de¤il.

Modellerin, aksiyomatik sistem için

gerekli olmayan, ya da onunla hiç ilgi-

si olmayan yönleri olabilir. Asl›nda bu

kaç›n›lmazd›r da. Çünkü model daima

somut olmak zorundad›r. Ve her somut

objenin (ya da sistemin) say›s›z ayr›nt›-

s› vard›r. Kimi bir aç›dan önemli, kimi

baflka bir aç›dan, kimi de belki tümüy-

le rastlant›sal ve önemsiz. Somut obje

ya da sistem, hangi aksiyomatik siste-

me modellik edecekse, ona uyan çehre-

si öne ç›k›yor ve önem kazan›yor. Bu

arada, bir yanl›fl anlamaya da yol aç-

mak istemem: Somut bir obje, nesne ya

da sistemden söz ederken, ille de elle

tutulabilecek fiziksel nesnelerden söz

etmiyorum. Bunlar, durumlar, eylem-

ler, olanaklar ve her türlü zihinsel nes-

neler ve kurgular olabilir. Önemli olan,

bunlar›n tasavvur gücümüzün imkân

verdi¤i ve konunun gerektirdi¤i ayr›n-

t›da ve netlikte tan›mlanm›fl ve kimlik

kazanm›fl olmas›d›r. Düflünülebilen her

fley bu anlamda vard›r. Yeter ki baflka-

lar› sizin ne düflündü¤ünüz konusunda

tereddüte düflmesinler (tabii e¤er on-

larla iletiflmek istiyorsan›z).

Örne¤in bir askerin haz›rol vaziye-

tinde durmas› bir nesnedir. Ayn› aske-

rin, bulundu¤u yerde kendi ekseni et-

raf›nda 180° dönmesi (yani geriye dön-

mesi) ve gene haz›rol vaziyetinde dur-

mas›, yani bu hareket, bir baflka nesne-

dir. Bu nesnelere "Dur" ve "Dön" diye-

lim ve bunlardan oluflan iki elemanl›

kümeyi {Dur, Dön} olarak gösterelim.

Bu basit sistemin elemanlar› aras›nda

do¤al baz› iliflkiler tan›mlanabilir. Ör-

ne¤in askerin iki kere dönmesi, tekrar

eski yerinde durmas› demektir. Somut

sistemlerle böyle iyi tan›mlanm›fl, zi-

hinde boflluk ve tereddüt yaratmayan

sistemleri kastediyorum.

Aksiyomatik sistemlere gelince, için-

de ne oldu¤u kesinlikle belli olmayan

birtak›m kapal› kutulardan oluflan, fakat

kutular aras› iliflkilerin çok dikkatle ta-

n›mlanm›fl oldu¤u sistemleri kastediyo-

rum. Bir örnek vermem, belki bu anlam-

s›z laflara biraz anlam kazand›rabilir:

Bir küme düflünelim, fakat bunun

elemanlar›n›n neler oldu¤unu bilme-

yelim. Bu kiflilerin, pardon elemanla-

r›n hepsi birer kutuya kapat›l›p, kutu-

lar›n üzerleri bantlanm›fl olsun. Bu

elemanlar aras› iliflkiler ise flu mahi-

yette olsun: ‹ki eleman kutulardan ç›-

kart›l›p bir araya getirildi¤i zaman, o

iki eleman kümeden herhangi bir ele-

man› seçsinler (bu eleman, seçimi ya-

pan o iki elemandan birisi de olabilir).

fiunu da belirteyim ki, seçimi yapacak

iki eleman ayn› elemanlar da olabilir,

yani bir eleman "kendimle baflbafla

kalsam, flunu seçerdim" diyebilir.

x ve y gibi iki eleman›n bir araya

gelerek seçtikleri eleman› x + y ile

gösterelim. ‹lginç veya önemli veya

faydal› sistemlerin ortaya ç›kabilmesi

için bu seçimlerin gelifligüzel olmama-

s› gerekir. Ben bu örnekte bu seçimle-

rin flu koflullara uyacak flekilde yap›l-

mas›n› isteyece¤im: (Bunlar sistemin

kanunlar›, ya da aksiyomlar›)

1. x + y = y + x

Yani x ve y elemanlar›n›n yapt›¤›

seçim, y ve x elemanlar›n›n yapt›¤› se-

çimle ayn› olsun. Ben önceydim, sen

önceydin yok.

2. (x + y) + z = x + (y + z)

x, y ve z gibi üç eleman bir araya ge-

lerek bir seçim yapmaya kalksalar ne

olurdu acaba? Biz sadece iki eleman›n

bir araya gelerek bir seçim yapmalar›na

izin verdik. Ancak, üç eleman aralar›n-

da flöyle bir yola baflvurabilirler: Önce x
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ve y bir seçim yaparlar, diyelim ki bir t

delegesi seçerler; sonra t ve z bir araya

gelerek seçimlerini yaparlar: Böyle seçi-

len elemana u diyelim. Ama önce x ve y

de¤il de, y ve z bir araya gelerek bir v

delegesi seçerler ve sonra x ve v bir ara-

ya gelerek bir w seçerlerse ne olacak?

Koflulumuz iflte bu durumda u = w ol-

mas›, yani sonucun de¤iflmemesidir.

Peki, önce x ve z bir araya gelerek

bir delege seçerler ve sonra o delege ile

y bir seçim yaparlarsa sonuç ne olur?

(x + z) + y = x + (z + y) (2. Koflula göre)

= x + (y + z) (1. Koflula göre)

Demek ki sonuç de¤iflmezmifl. (Bu-

rada bir ispat yapm›fl olduk!) (‹sterse-

niz hemen bir teorem daha kan›tlaya-

bilirsiniz: Bu sistemde sonlu say›da

kaç eleman bir araya gelirlerse gelsin-

ler, kavgas›z bir seçim yapabilirler.)

3.Nazik eleman›n varl›¤›: Öyle bir

eleman var olsun ki, baflka hangi ele-

manla bir araya gelerek bir seçim ya-

parsa yaps›n, o eleman›n seçilmesini

kabullensin: Bu eleman› 0 ile göstere-

cek olursak: x + 0 = x.

(‹ki farkl› nazik eleman›n olamaya-

ca¤›n› hemen görebiliriz: Diyelim ki θ
eleman› da nazik olsun. Bizim nazik

elemanla bu eleman bir araya gelip bir

seçim yapt›klar›nda sonuç ne olur?

0 + θ = ? Her biri di¤erine nezaket

gösterece¤i için sonuç hem 0, hem θ
olur, yani θ = 0 olur.) 

4.Ters eleman›n varl›¤›: Her x ele-

man› için (-x) ile gösterece¤imiz öyle

aksi bir eleman var olsun ki, bu ikisi

bir araya geldiklerinde ancak nazik

elemanda uzlaflabilsinler:  x + (-x) = 0.

(Her eleman›n tersinin de tek oldu-

¤unu n'olur gösterin.)

Böylece bir aksiyomatik sistem, ya

da matematiksel bir yap› yaratm›fl ol-

duk. fiimdi birisi ç›kar, kendi kutular›y-

la gelir, kutulardan tamamen belirli,

"somut" tavflanlar›, pardon elemanlar›

ortaya ç›kart›r, herhangi iki eleman›n

kimi seçti¤ini de söylerse, art›k gerisi

merak edene kal›yor. Merak eden, yu-

kar›daki dört koflulun sa¤lan›p sa¤lan-

mad›¤›n› yani seçimlerin usulüne uy-

gun olarak yap›l›p yap›lmad›¤›n› kont-

rol edebilir. E¤er koflullar gerçekten

sa¤lan›yorsa, bu aksiyomatik sistem

için, bir model verilmifl, yani bu kal›ba

uyan bir ayak bulunmufl olur. fiimdi si-

ze bu aksiyomatik sistem için, haz›rol

vaziyetindeki askerin hareketlerini kul-

lanarak, çok basit bir model verece¤im.

Kümemiz: {Dur, Dön}

Seçim Kural›m›z: ‹ki hareket veril-

di¤inde, bunlar› ardarda uygulayal›m;

sonuç ne ç›k›yorsa, verilen iki eleman

onu seçmifl olsun. Yani, 

Dur + Dön = Dön,    Dön + Dur = Dön

Dur + Dur = Dur,    Dön + Dön = Dur.

(Son iliflki iki kere geriye dönen as-

kerin tekrar ilk konumuna geldi¤ini

ifade ediyor.)

fiimdi art›k aksiyomlar› kontrol

edebilirsiniz. ‹lk aksiyomun do¤rulu-

¤u hemen görülüyor. Üflenmezseniz,

x, y ve z için Dur ve Dön'leri nas›l se-

çerseniz seçin, ikinci aksiyomun da

sa¤land›¤›n› görebilirsiniz. Üçüncü ak-

siyom da sa¤lan›r, çünkü Dur elema-

n›n›n nazik bir eleman oldu¤u hemen

belli oluyor. Son aksiyoma gelince, o

da hofl bir flekilde sa¤lan›yor: Dur'un

tersi Dur, Dön'ün tersi Dön. Böylece

flimdilik söylenebilecek birfley kalm›-

yor: Bir aksiyomatik sistem ve onun

için bir model vermifl olduk.

Bu sistemi ve modeli ö¤rendi¤im

gençlik günlerimde, ilk flaflk›nl›¤› üze-

rimden att›ktan sonra, afla¤›daki iki mo-

delle ç›k›p gelmifl ve ileri geri konufla-

rak asistanlar›m›z› biraz k›zd›rm›flt›m:

Yukar›daki modele 1. Model diye-

cek olursak,

2. model: Çocuklar›n da bilip, sevdi-

¤i tek-çift oyunu: 

Küme = {Tek, Çift}

Seçim Kurallar›: 

Tek + Tek = Çift,       Tek + Çift = Tek

Çift + Tek = Tek,       Çift + Çift = Çift

3. model: 

Küme = {Dur, Sola Dön, Sa¤a

Dön, Geriye Dön}

Seçim Kurallar›:

Dur + Sola Dön = Sola Dön

Sola Dön + Sa¤a Dön = Dur

Sola Dön + Geriye Dön = Sa¤a Dön

vs.

Bu örnekleri verdikten sonra dedim

ki, sizin bu aksiyomatik yönteminiz hiç-

bir ifle yaramaz. Bir sürü alakas›z mo-

del ayn› aksiyomatik sistemi sa¤l›yor.

Haydi diyelim ki 1. ve 2. modeller bir

flekilde ayn›, ama 3. model ne demek

oluyor? Kald› ki böyle daha say›s›z mo-

del düflünülebilir. Bir kal›ba kaç ayak

girecek? Bu nas›l bir ayakkab›?

Bana dediler ki, bazan zay›fl›k güç-

tür. Bazan az söz çok fley söyler. Çok

söz sahibini ba¤lar. Aksiyomlar›n azsa,

ona çok model uyar. Ve modellere refe-

ransta bulunmadan sadece aksiyomlar-

dan  ç›kartabilece¤in sonuçlar bütün

modeller için geçerli olur. Bir taflla bin

kufl vurmufl olursun. Hiç görmedi¤in

modeller için teoremler ispatlam›fl olur-

sun. Böyle mucize olur mu? Ama aksi-

yomlar›n çoksa onlara uyabilecek mo-

deller azal›r. Bazan aksiyomlar azsa bile

onlara uyacak model olmayabilir. Böyle

aksiyomlar tabii ki bir ifle yaramaz. Di-

¤er yandan, bu düflünce aleti, iki taraf›

da keskin bir b›çakt›r. Öyle aksiyom sis-

temleri vard›r ki, onlara uyan esas itiba-

riyle tek bir model vard›r. Ya da, senin

deyiminle herhangi iki model "bir flekil-

de ayn›"d›r. Sen bunu mu istiyorsun?

Bu da baflka bir derinliktir. O zaman bu

aksiyom sistemini o modeli tan›mlamak

için kullanabilirsin! Kutulardan hangi

tavflanlar›n ç›kaca¤›n›n o zaman gerçek-

ten bir önemi kalmaz. Hiç tan›mad›¤›n

bir nesnenin senin için bilinmeye de¤er

olan, fakat bilmedi¤in hiçbir yönü kal-

mam›fl olur. ‹ki taraf› da keskin bu han-

çere yap›salc›l›k denir.

Bunun üzerine bende ceva-

ba kudret kalmad›.
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