ASAL SAYILAR 3

iKiZ ASALLAR KONUSU
RIEMANN HiPOTEZI

Kopamadigimiz asallar sertiveninin
son halkasina gelmis olsak da asallarin
oykisii kolay kolay sona erecek gibi
degil. Bilinmeyenlerle dolu bu kiime-
nin en az kendisi kadar ilgin¢ ve her
biri birer sir kiipt olan altkiimelerin
ortaya cikmasi, asal sayilar1 soru tret-
me konusunda oldukca verimli kiliyor.
Daha giizeli ve ilginci ¢6ztilemeyen so-
rular bir yerden sonra kimi matematik-
ciler tarafindan matematigin simdiye
kadar ¢éziilemeyen en biiytik problemi
olarak nitelendirilen “Riemann Hipote-
zi” engeline takiliyor. Engel diyoruz
clinkt bu ifade hentiz teorem olmadi
yani kamtlanmadi. Ispatlanmamis bir
ifadeyi kullanarak yola devam etmek
ise tirmandigimiz kulenin heran devri-
lebilecegi riskini goze almaktan baska
bir sey degildir.

ikiz Asallar Sanisi

Asal sayr kavrammin varhgm ka-
bul ettikten sonra “bu sayilardan kag
tane var” sorusunu giindeme getiren
insanoglunun ayni zamanda kayda de-
ger bir sekilde ugrastigi ilk asal prob-
lemi de budur. “Kag tane asal vardir”
tartismast Oklid’in ispatin1 verdigi
“sonsuz tane asal vardir” ifadesi ile bir
son buldu. Daha sonra ortaya ¢ikan
pek cok yeni altktiime icin de eleman
sayisi 6nemli bir merak konusu oldu.
Bugiin hala sonsuz tane elemani oldu-
gu kesin olarak ispatlanmayan (ama
oyle oldugu tahmin edilen) bir diger
kiime de farki 2 olan asal say1 ciftleri-
nin olusturdugu ikiz asallar kiimesi. Is-
patin hala tamamlanamamasi nedeniy-
le say1 kuraminin glindeminden uzun
zamandir dismeyen ikiz asallarin ilk
birka¢ 6rnegi (3, 5), (5, 7), (11, 13),
(17, 19), (29, 31), and (41, 43).

Diger alt kiimeler

Aralarindaki fark sabit bir say1 olan
asallar ktimelerini distintrsek oldukca
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genis bir alt kiime ailesi edinmis oluruz.
Ornegin farkin 4 oldugu ciftler:

{(3,7),(7,11),(19,23)...}

Ya da farki 6 olanlar:

{(5,11),(7,13),(11,17),...}

Bu ktimelerin her biri icin sonsuz
mudur degil midir tartismasina girince
de asallarin soru tretme konusunda
nasil da verimli davrandigi acikca go-
riilebilir. Peki aralarindaki fark 7 olan
asal sayi ciftlerini listelesek nasil bir
kiime elde ederiz? 2 disinda her asal
bir tek sayidir ve iki tek sayinin farki
bize daima bir cift sayr verecektir. Bu
nedenle sadece, farki cift say1 (yani 2n,
neZ) olan asal ciftlerinin olusturdugu
ktimelerle ugrasmak kayda deger soru-
lar ve sonuclar verecektir. n=1 iken
fark 2 oluyor ve ikiz asallar kiimesi el-
de ediliyor. Peki n=2 i¢in durum ne-
dir?

n=2: Kuzen asallar

Sayilar kuraminda adlandirma ya-
pilirken genelde gercek hayatla tanim-
lar arasinda analoji kurulmasi goéze
carpiyor: Ikiz asallar, dost sayilar, asik
sayilar, miikemmel sayilar gibi... Arala-
rindaki fark 4 olan asal sayilari da ku-
zen asallar olarak tanimlamay: uygun
gormus matematikciler. Ne de olsa bu
ciftler arasinda birinci dereceden degil
de ikinci derecen bir yakinlik bagi var.
Ama isimlere aldanip tanimlari akildan
cikarmamakta fayda var. Ornegin 3 ve
5 ikiz asallar 3 ve 7 kuzen asallar. Bu-
radan yola cikip da (3’tn ikizi olan) 5,
7 ile kuzen olur diyemeyiz ¢linki ta-
nim geredi onlar da ikiz asallar.

IKiz iKiz
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KUZEN
1849 da Alphonse de Polignac ara-
larindaki fark 2n olan asal ciftlerinin

olusturdugu kiimelerin hepsinin son-
suz tane eleman icerdigi sanisini orta-
ya atarak problemi genel bir boyuta ta-
sid1.

Birkac Degisik Sonucg

Sonsuz toplamlar olarak bilinen se-
rileri yakinsak ve raksak olarak iki ka-
tegoride degerlendiriyoruz. Ornegin:
n, 0’dan farkli dogal sayilar olmak tize-
re

1
EnEN * n

serisi 1raksak bir seridir; yani sayilarin
toplami belli bir degere yaklasmamak-
tadir. Ote yandan

1
EneN‘ nl

serisi degeri 7°/6’ya yaklasan yakin-
sak bir seridir.

Euler 1737’de n degerlerini daral-
tip biraz daha kisith bir seri olan (p
asal olmak tizere) 1/p degerlerinin
sonsuz  toplamini incelemis ve

1
5.t

serisinin yine iraksak bir seri oldugu-
nu ispatlamistir.
ikiz asallarin dagilimlar1 gizemini
korurken Viggo Brun’un 1919’da is-
patladigi teorem suydu: p ve p+2 ikiz
asal cifti olmak tizere bu sayilarin ters-
lerinin toplami olan
1 1
D
p p+2
serisi yakinsaktir ve degeri yaklasik
olarak 1.902160583104 olan Brun sa-
bitine yakinsar. Bu sonugla karsilasin-
ca akla ilk gelen ikizlerin asallar ara-
sinda seyrek bir dagilim gésterdigi olu-
yor.

lkizlerin dagilimi

Asal sayilar dizisinin ilk yazisinda
tanistirdigimiz asal say1 teoremine go-
re 1’den x’e kadar olan asal say1 mikta-



X
11 yaklasik olarak Inx kadardir . Bu-
radan hareketle x civarindaki iki tane
asal saymnin farki ortalama olarak Inx
kadar oldugu séylenebilir.

Iste ikiz asallar konusunda arastir-
masi yapilan temel konu bu farkin 2
oldugu durumlarin dagilimmnin bicimi-
dir. Bu sayilarin sonsuza uzanan bir
dizi olusturup olusturamayacagi konu-
nun genelde ylizeye yansitilan kismi-
dir.

Ardisik iki asalin farki

Bu durumda iki asal arasindaki far-
kin In x'den daha kiiglik olabilecegi
sonsuz dizilerin durumlarini sorgula-
mak gerekiyor. 1940’da Paul Erdds’tin
¢, 1’den kiictik bir sabit olmak tizere

Pun = Py <€D, e desini saglayan
sonsuz tane asal oldugunu ispat-
lanmasiyla daha iyi bir sonug el-
de edilmis oluyordu. Gergi c<1
den daha iyi olan c<2/3 i¢in bu
ispat 1926’da Hardy ve Littlewo-
od tarafindan yapilmisti ama is-
pat hentiz dogrulugu kanitlan-
mamis Genellestirilmis Riemann
Hipotezini kabul ediyordu. Er-
dés’le bagimsiz olarak ispat edi-
len bu ifade daha sonra 1986’da
Maier’le ¢ < 0.25 halini aldu.

Ttrkiye’den

Bir Yanit!

2003 yilinda probleme bir
iyilestirme de Bogazici Univer-
sitesinden geldi. Matematik Bo-
limi 6gretim tiyelerinde Cem Yalcin
Yildirim birlikte calistigi San Jose Dev-
let Universitesi 6gretim tiyelerinden
Dan Goldston’la

8
Pun—p, <(np,)’
esitsizligini saglayan sonsuz asal oldu-
gunu ispatlayarak bu farklarin daha da
kiictltebilecegini gostermis oldular.
Kiictltmenin katsayr olarak degil de
kuvvet olarak yapildigi bir sonuc oldu-
gu icin bu calisma diinya capinda bt-
yuk ses getirdi.

Bugtin bilinen bir diger sonuc¢ da
1966’da Chen Jingrun tarafindan kay-
dedilen p asal ise p+2’'nin ya asal ya da
yart asal (iki asalin carpimi) oldugu
sonsuz tane asal sayinin bulunabiline-
cegidir.
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Hardy-Littlewood Sanisi

Asallar konusunda diger bir cevabi
aranan sani ise Ingiliz matematikiler
Hardy ve Littlewood tarafindan ortaya
atildi. Bu ifade asal sayr teoreminin
asallar icin tstlendigi gorevi tasiyor,
yani dagilimlar1 hakkinda bir fikir 6ne
strdyordu.

‘!l'g(.’!) ~ 202/: %ﬁ

buradaki, m,(x), x’'den kiicik ikiz asal-
lart sayan fonksiyon; C, ise degeri yak-
lasik 0,660161181 olan bir sabit.

Son gelisme olarak Mayis 2004’de
Richard Arenstorf ismili bir matema-
tikci asallarin sonsuz olduguna dair
bir ispat verdi ama bu ispatta ciddi bir
problem cikinca matematik¢i ispatini
geri cekti.
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1 Miyon Dolarlik Soru

Asal sayilarin dagilim: Alman mate-
matik¢i Bernhard Riemann’in 1859’da
o6ne stirdigu, hala teorem tnvanini
alamamis Riemann Hipotezi ile yakin-
dan ilgili. Asallar, Riemann Zeta Fonk-
siyonu olarak bilinen {(s) fonksiyonu-
nun davranisina baglilik gésteriyor.
1900 yilinda Meshur Paris Kongresin-
de David Hilbert’in cevaplanmay: bek-
leyen matematik sorulari listesinde bu-
lunan Riemann Hipotezi gecen yiizyil
boyu kanitlanamayinca, 2000 yilinda
Clay Matematik Enstitisti tarafindan
ilan edilen 1 milyon dolarlik 6dalla 7
sorudan biri oldu. Gercekten cezbedici
olan bu 6duli haketmek icin cevapla-
maniz gereken soru su;

Riemann Hipotezi, Riemann zeta
fonksiyonunun sifirlarinin dagilimi hak-
kinda bir kestirimde bulunur; Buna g6-

re {(s)=1+1/25+1/35+ 1/45+ .=
< |

e LA (fonksiyon s’in 1 degeri
disindaki her kompleks say1 icin tanim-
lidir.) Seklinde olan Riemann Zeta
Fonksiyonunun bittn sifirlariin yani
{(s)=0"1 saglayan s degerlerinin reel
kismi 1/2’dir. ilk 1.500.000.000 c6-
zim icin dogrulugu ispatlanan ve pek
cok matematik¢inin dogru olduguna
inandig1 bu sonu¢ kanitlandiginda asal
sayilar konusunda pek cok ilerlemeler
kaydedilecek.

Cahit Arf'in Calismasi

Hocamiz Cahit Arf da 1980 yilindan
sonra cok genis kapsamli bir
problem tizerinde calisiyordu.
Bu problem ¢6zildiaga takdirde
yan Urln olarak Riemann Hipo-
tezi de ¢ztlms olacaktl. ODTU
matematik béltimu profesérlerin-
den Mehbare Bilhan’in aktardig
kadariyla Cahit Hocamizin sonlu
cisim tlizerinde insa ettigi ve “Arf
Zeta Fonksiyonu” olarak adlandi-
rilan bir fonksiyon Riemann Hi-
potezini saglamakta idi, yani sifir-
larinin reel kisimlar1 1/2 oluyor-
du. Ancak bu gérkemli proje ta-
mamlanamadi.
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Kestirimler Yumagi

Burada asal sayilar biinye-
sinde bulunan ve cevaplanmamis pek
cok soruyu tanittik. Ama daha séziind
etmeye firsatt bulamadigimiz pekcok
kestirim de var. Ornegin n2+1 formun-
da bulunan sonsuz tane asal vardir, n?
and (n+1)2 arasinda daima bir asal bu-
lunur ya da n!+1 (ve ya n!-1) formunda
sonsuz asal bulunabilir gibi... Agikca
gortltyor ki asal sayilar kuraminda so-
rular cevaplardan acik farkla daha hiz-
I1 bir bigimde dretiliyor. Simdi matema-
tik diinyasi Riemann Hipotezi'nin ka-
nitlanacagini zamani ve bu ispatin
asallar konusuna getirecegi yenilikleri
merakla bekliyor.
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