
Kopamad›¤›m›z asallar serüveninin
son halkas›na gelmifl olsak da asallar›n
öyküsü kolay kolay sona erecek gibi
de¤il.  Bilinmeyenlerle dolu bu küme-
nin en az kendisi kadar ilginç ve her
biri birer s›r küpü olan altkümelerin
ortaya ç›kmas›, asal say›lar› soru üret-
me konusunda oldukça verimli k›l›yor.
Daha güzeli ve ilginci çözülemeyen so-
rular bir yerden sonra kimi matematik-
çiler taraf›ndan matemati¤in flimdiye
kadar çözülemeyen en büyük problemi
olarak nitelendirilen “Riemann Hipote-
zi” engeline tak›l›yor. Engel diyoruz
çünkü bu ifade henüz teorem olmad›
yani kan›tlanmad›. ‹spatlanmam›fl bir
ifadeyi kullanarak yola devam etmek
ise t›rmand›¤›m›z kulenin heran devri-
lebilece¤i riskini göze almaktan baflka
bir fley de¤ildir.

‹kiz Asallar San›s›
Asal say› kavram›n›n varl›¤›n› ka-

bul ettikten sonra “bu say›lardan kaç
tane var” sorusunu gündeme getiren
insano¤lunun ayn› zamanda kayda de-
¤er bir flekilde u¤raflt›¤› ilk asal prob-
lemi de budur. “Kaç tane asal vard›r”
tart›flmas› Öklid’in ispat›n› verdi¤i
“sonsuz tane asal vard›r” ifadesi ile bir
son buldu. Daha sonra ortaya ç›kan
pek çok yeni altküme için de eleman
say›s› önemli bir merak konusu oldu.
Bugün hala sonsuz  tane eleman› oldu-
¤u kesin olarak ispatlanmayan (ama
öyle oldu¤u tahmin edilen) bir di¤er
küme de fark› 2 olan asal say› çiftleri-
nin oluflturdu¤u ikiz asallar kümesi. ‹s-
pat›n hala tamamlanamamas› nedeniy-
le say› kuram›n›n gündeminden uzun
zamand›r düflmeyen ikiz asallar›n ilk
birkaç örne¤i (3, 5), (5, 7), (11, 13),
(17, 19), (29, 31), and (41, 43). 

Di¤er alt kümeler
Aralar›ndaki fark sabit bir say› olan

asallar kümelerini düflünürsek oldukça

genifl bir alt küme ailesi edinmifl oluruz.
Örne¤in  fark›n 4 oldu¤u çiftler:

{(3,7),(7,11),(19,23)…}
Ya da  fark› 6 olanlar:
{(5,11),(7,13),(11,17),…}
Bu kümelerin her biri için sonsuz

mudur de¤il midir tart›flmas›na girince
de asallar›n soru üretme konusunda
nas›l da verimli davrand›¤› aç›kça gö-
rülebilir. Peki aralar›ndaki fark 7 olan
asal say› çiftlerini listelesek nas›l bir
küme elde ederiz? 2 d›fl›nda her asal
bir tek say›d›r ve iki tek say›n›n fark›
bize daima bir çift say› verecektir. Bu
nedenle sadece, fark› çift say› (yani 2n,
n∈Z) olan asal çiftlerinin oluflturdu¤u
kümelerle u¤raflmak kayda de¤er soru-
lar ve sonuçlar verecektir.  n=1 iken
fark 2 oluyor ve ikiz asallar kümesi el-
de ediliyor. Peki n=2 için durum ne-
dir?

n=2: Kuzen asallar
Say›lar kuram›nda adland›rma ya-

p›l›rken genelde gerçek hayatla tan›m-
lar aras›nda analoji kurulmas› göze
çarp›yor: ‹kiz asallar, dost say›lar, afl›k
say›lar, mükemmel say›lar gibi... Arala-
r›ndaki fark 4 olan asal say›lar› da ku-
zen asallar olarak tan›mlamay› uygun
görmüfl matematikçiler. Ne de olsa bu
çiftler aras›nda birinci dereceden de¤il
de ikinci derecen bir yak›nl›k ba¤› var.
Ama isimlere aldan›p tan›mlar› ak›ldan
ç›karmamakta fayda var. Örne¤in 3 ve
5 ikiz asallar 3 ve 7 kuzen asallar. Bu-
radan yola ç›k›p da (3’ün ikizi olan) 5,
7 ile kuzen olur diyemeyiz çünkü ta-
n›m gere¤i onlar da ikiz asallar. 

1849 da Alphonse de Polignac ara-
lar›ndaki fark 2n olan asal çiftlerinin

oluflturdu¤u kümelerin hepsinin son-
suz tane eleman içerdi¤i san›s›n› orta-
ya atarak problemi genel bir boyuta ta-
fl›d›. 

Birkaç De¤iflik Sonuç
Sonsuz toplamlar olarak bilinen se-

rileri yak›nsak ve ›raksak olarak iki ka-
tegoride de¤erlendiriyoruz. Örne¤in:
n, 0’dan farkl› do¤al say›lar olmak üze-
re 

serisi ›raksak bir seridir; yani say›lar›n
toplam› belli bir de¤ere yaklaflmamak-
tad›r. Öte yandan 

serisi de¤eri π2/6’ya yaklaflan yak›n-
sak bir seridir.

Euler 1737’de n de¤erlerini daral-
t›p biraz daha k›s›tl› bir seri olan (p
asal olmak üzere) 1/p de¤erlerinin
sonsuz toplam›n› incelemifl ve

serisinin yine ›raksak bir seri oldu¤u-
nu ispatlam›flt›r. 

‹kiz asallar›n da¤›l›mlar› gizemini
korurken Viggo Brun’un 1919’da is-
patlad›¤› teorem fluydu: p ve p+2 ikiz
asal çifti olmak üzere bu say›lar›n ters-
lerinin toplam› olan   

serisi yak›nsakt›r ve de¤eri yaklafl›k
olarak 1.902160583104 olan Brun sa-
bitine yak›nsar. Bu sonuçla karfl›lafl›n-
ca akla ilk gelen ikizlerin asallar ara-
s›nda seyrek bir da¤›l›m gösterdi¤i olu-
yor.

‹kizlerin da¤›l›m›
Asal say›lar dizisinin ilk yaz›s›nda

tan›flt›rd›¤›m›z asal say› teoremine gö-
re 1’den x’e kadar olan asal say› mikta-

‹kiz Asallar Konusu
Ve

R›emann Hipotezi

Asal Say›lar 3
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r› yaklafl›k olarak kadard›r . Bu-
radan hareketle x civar›ndaki iki tane
asal say›n›n fark› ortalama olarak lnx
kadar oldu¤u söylenebilir.

‹flte ikiz asallar konusunda araflt›r-
mas› yap›lan temel konu bu fark›n 2
oldu¤u durumlar›n da¤›l›m›n›n biçimi-
dir. Bu say›lar›n sonsuza uzanan bir
dizi oluflturup oluflturamayaca¤› konu-
nun genelde yüzeye yans›t›lan k›sm›-
d›r. 

Ard›fl›k iki asal›n fark›
Bu durumda iki asal aras›ndaki far-

k›n ln x’den daha küçük olabilece¤i
sonsuz dizilerin durumlar›n› sorgula-
mak gerekiyor. 1940’da Paul Erdös’ün
c, 1’den küçük bir sabit olmak üzere

ifadesini sa¤layan
sonsuz tane asal oldu¤unu ispat-
lanmas›yla daha iyi bir sonuç el-
de edilmifl oluyordu. Gerçi c<1
den daha iyi olan c<2/3 için bu
ispat 1926’da Hardy ve Littlewo-
od  taraf›ndan yap›lm›flt› ama is-
pat henüz do¤rulu¤u kan›tlan-
mam›fl Genellefltirilmifl Riemann
Hipotezini kabul ediyordu. Er-
dös’le ba¤›ms›z olarak ispat edi-
len bu ifade daha sonra  1986’da
Maier’le c < 0.25 halini ald›.

Türkiye’den 
Bir Yan›t!

2003 y›l›nda probleme bir
iyilefltirme de Bogaziçi Üniver-
sitesinden geldi. Matematik Bö-
lümü ö¤retim üyelerinde Cem Yalç›n
Y›ld›r›m birlikte çal›flt›¤› San Jose Dev-
let Üniversitesi ö¤retim üyelerinden
Dan Goldston’la

eflitsizli¤ini sa¤layan sonsuz asal oldu-
¤unu ispatlayarak bu farklar›n daha da
küçültebilece¤ini göstermifl oldular.
Küçültmenin katsay› olarak de¤il de
kuvvet olarak yap›ld›¤› bir sonuç oldu-
¤u için bu çal›flma dünya çap›nda bü-
yük ses getirdi.

Bugün bilinen bir di¤er sonuç da
1966’da Chen Jingrun taraf›ndan kay-
dedilen p asal ise p+2’nin ya asal ya da
yar› asal (iki asal›n çarp›m›) oldu¤u
sonsuz tane asal say›n›n bulunabiline-
ce¤idir.

Hardy-Littlewood San›s›
Asallar konusunda di¤er bir cevab›

aranan san› ise ‹ngiliz matematikçiler
Hardy ve Littlewood taraf›ndan ortaya
at›ld›. Bu ifade asal say› teoreminin
asallar için üstlendi¤i görevi tafl›yor,
yani da¤›l›mlar› hakk›nda bir fikir öne
sürüyordu.

buradaki, π2(x), x’den küçük ikiz asal-

lar› sayan fonksiyon; C2 ise de¤eri yak-

lafl›k 0,660161181 olan bir sabit.
Son geliflme olarak May›s 2004’de

Richard Arenstorf ismili bir matema-
tikçi asallar›n sonsuz oldu¤una dair
bir ispat verdi ama bu ispatta ciddi bir
problem ç›k›nca matematikçi ispat›n›
geri çekti.

1 Miyon Dolarl›k Soru
Asal say›lar›n da¤›l›m› Alman mate-

matikçi Bernhard Riemann’›n 1859’da
öne sürdü¤ü, hala teorem ünvan›n›
alamam›fl Riemann Hipotezi ile yak›n-
dan ilgili. Asallar, Riemann Zeta Fonk-
siyonu olarak bilinen ζ(s) fonksiyonu-
nun davran›fl›na ba¤l›l›k gösteriyor.
1900 y›l›nda Meflhur Paris Kongresin-
de David Hilbert’in cevaplanmay› bek-
leyen matematik sorular› listesinde bu-
lunan Riemann Hipotezi geçen yüzy›l
boyu kan›tlanamay›nca, 2000 y›l›nda
Clay Matematik Enstitüsü taraf›ndan
ilan edilen 1 milyon dolarl›k ödüllü 7
sorudan biri oldu. Gerçekten cezbedici
olan bu ödülü haketmek için cevapla-
man›z gereken soru flu;

Riemann Hipotezi, Riemann zeta
fonksiyonunun s›f›rlar›n›n da¤›l›m› hak-
k›nda bir kestirimde bulunur; Buna gö-

re ζ(s) = 1 + 1/2s + 1/3s + 1/4s + ....=

,s ≠ 1 (fonksiyon s’in 1 de¤eri
d›fl›ndaki her kompleks say› için tan›m-
l›d›r.) fieklinde olan Riemann Zeta
Fonksiyonunun bütün s›f›rlar›n›n yani
ζ(s)=0’› sa¤layan s de¤erlerinin  reel
k›sm› 1/2’dir. ‹lk 1.500.000.000 çö-
züm için do¤rulu¤u ispatlanan ve pek
çok matematikçinin do¤ru oldu¤una
inand›¤› bu sonuç kan›tland›¤›nda asal
say›lar konusunda pek çok ilerlemeler
kaydedilecek.

Cahit Arf’›n Çal›flmas›
Hocam›z Cahit Arf da 1980 y›l›ndan

sonra çok genifl kapsaml› bir
problem üzerinde çal›fl›yordu.
Bu problem çözüldü¤ü takdirde
yan ürün olarak Riemann Hipo-
tezi de çözülmüfl olacakt›. ODTÜ
matematik bölümü profesörlerin-
den Mehbare Bilhan’›n aktard›¤›
kadar›yla Cahit Hocam›z›n sonlu
cisim üzerinde infla etti¤i ve “Arf
Zeta Fonksiyonu” olarak adland›-
r›lan bir fonksiyon Riemann Hi-
potezini sa¤lamakta idi, yani s›f›r-
lar›n›n reel k›s›mlar› 1/2 oluyor-
du. Ancak bu görkemli proje ta-
mamlanamad›.

Kestirimler Yuma¤›
Burada asal say›lar bünye-

sinde bulunan ve cevaplanmam›fl pek
çok soruyu tan›tt›k. Ama daha sözünü
etmeye f›rsat› bulamad›¤›m›z pekçok
kestirim de var. Örne¤in n2+1 formun-
da bulunan sonsuz tane asal vard›r, n2

and (n+1)2 aras›nda daima bir asal bu-
lunur ya da n!+1 (ve ya n!-1) formunda
sonsuz asal bulunabilir  gibi… Aç›kça
görülüyor ki asal say›lar kuram›nda so-
rular cevaplardan aç›k farkla daha h›z-
l› bir biçimde üretiliyor. fiimdi matema-
tik dünyas› Riemann Hipotezi’nin ka-
n›tlanaca¤›n› zaman› ve bu ispat›n
asallar konusuna getirece¤i yenilikleri
merakla bekliyor.

Nilüfer Karada¤
karadagnilufer@yahoo.com

Kaynaklar
http://www.biltek.tubitak.gov.tr/dergi/ozel/arf/bilhan.html
http://aimath.org/goldston_tech/
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