n’inci dereceden bir bilinmeyenli bir
denklemin 6ykusu

CEBIRIN TARIHSEL
GELiSIMI

Biytik bir bulus yapmak Gyle herkese
nasip olmayan zor bir isti ama kimi za-
man o bulusun nerelerde kullanilacagini
ya da ne boyutlara gelecegini kestirmek
daha da zor bir istir. icinde bulundugu-
muz ¢agin degisim hizina bakacak olur-
sak, simdilik 10 yil sonrasi hakkinda az
¢ok tahminler yapilsa bile 30-40 yil sonra-
sinin neler gdetireceginden bahsetmek
itopyalardan bahsetmekle esdeger sayili-
yor. Teknolojinin geldigi noktalardan
hayranlikla bahsedenlerin siklikla kullan-
dig1 “insanoglu artik aya cikiyor” climle-
si artik eskidi. Teknolojinin katettigi yolu
farketmek icin soyle bir geriye dénip
bakmak sart! Radyo c¢iktiginda “radyo-
nun resimlisi” ni hayal edenler olmustur
elbette; ama gerceklesecegine ihtimal ve-
rene o dénemde pek rastlanmaz. Telefon
ciktiktan sonraysa onlari kablosundan si-
yirip her gittigimiz yere tasiyabilecegimiz
fikri de en fazla giizel bir hayal olabilirdi.
Buglinse kimse cep telefonu icat edilme-
den oOnce islerini, randevularini nasil or-
ganize ettigini hatirlamiyor bile;

Dev Bilgisayarlardan Dizstiilere

Kendisine ilk sayisal bilgisayar tinva-
ni verilmis olmasa da, genel amacl:
programlama icin Uretilen ilk elektronik
bilgisayar 1942’de Pennsylvania Univer-
sitesi'nden J. Presper Eckert, John W.
Mauchly ve meslektaslari tarafindan ge-
listirilen ENIAC (Electronic Numerical
Integrator and Calculator; Elektronik
Numerik Birlestirici ve Hesap Makinesi)
isimli alettir. 487.000 dolara mal olan ve
167 metre kareyi kaplayan ve 18.000
Watt elektrik tiketen ENIAC'1n agirhig
30 tonu geciyordu. O zamanlarda bu ale-
tin ne kadar kiictlecegi konusunda
distindlen fikir neydi bilinmez; ama su
siralar oldukca revacta olan, tasinabilir
teknolojiyi bizlere tamistiran diztstd bil-
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gisayarlarin beraberinde getirdigi kablo-
suz internet teknolojisi yakinda her yer-
de internete baglanabilecegimiz konu-
sunda bizi tahminler yapmaya itiyor.

Gelisen ve Degisen Matematik

Matematik tarihinin MO 3. milenyum-
da basladigr fikri genel kabul gériyor.
Baslangicta zamanin. gereksinimlerine
cevap veren matematigin kisa bir siire
icinde insanlarca calisilan, gereksinim
disinda tizerinde dtstindlen bir bilim ol-
dugunu kanitlayan belgeler de var. Orta-
ya ciktig zamanlarda kimselerin mate-
matiksel teorilerin ne boyutlara tasinabi-
lecegini tahmin edebilmesi beklenemez
tabii, Sansli olan bizler 21.ytzyilda s6yle
bir durup geride kalan binlerce yillik ta-
rihi inceleme firsatina sahibiz. Burada,
pek cok kola ayrilmis olan matematigin
ancak bir ana kolunun alt dalini secip
onu mercek altinda inceleyecegiz.

Herkes Cebir Ogrenmeli!

Her ne kadar llkemizde ilkégretim
zorunlu hale getirilmis olsa da, ne yazik
ki hentiz her ¢ocuk bu haktan yararlana-
miyor. Bu egitime tabi olanlarsa, egitim
sistemimizin hedefleri dogrultusunda ce-
sitli dersler aliyor. - Toplam saati baskin
olan matematik dersinin herkese 6gretti-
gi dallarindan birisi de 'cebirdir. Genel
olarak cebir, matematigin denklem tiple-
rini siniflandirip onlarin ¢6ziim teknikle-
rini'analiz eden ve bunlari yaparken 4 is-
lem; tst ve kok alma gibi cebirsel islem-
leri kullanan bir ana daldir. Her matema-
tik egitimi cebiri zorunlu kilar clinki ce-
bir problem ¢6zme, sorgulama, karar ver-
me, matik ve iliski kurma yetenegini, 6g-
rendiklerini analiz edip gerekli yerlerde
kullanabilme kabiliyetini gelistirir. Yani
egitim, hakki ile verildiginde bireyin bu
ozelliklerinin gelismesi beklenir.

Modern Cebirin Baslangici

Cebirin isim babasi olan Harizmi, Hi-
sabil-Cebr ve’l-Mukabele (Cebr kelimesi
Tiirkceye Cebir, bati dillerine algebra
olarak gecmistir) adli kitabinda cebirsel
islemleri denklemin iki tarafina uygula-
yarak denklem ¢6zme tekniklerinden
s0z etmistir. Tabii burada adi gecen
denklemler glintimizde kullandigimiz
harfler ve sembollerle yazilmis denk-
lemlerden ¢ok onlarin giinltik dilde ce-
virisi olan sozli ifadeleridir. Bu ifade-
lerle giintiimiiziinkiler arasinda kurabi-
lecegimiz en belirgin ortak noktaysa
Harizmi’nin s6zli denklemlerinde kul-
landig1 bilinmeyenleri “sey” seklinde
ifade etmesidir. Arapca kékenli olan sey
sozciigli sonralar1 Ispanyol yapitlarinda
Xay seklinde yazildigindan, “x” bilinme-
yeni ifade etmek icin kullanilan global
bir harf olmak tizere yola koyulmustur.
Latin cevirileri Avrupaya ulasan ve bir
bilinmeyenli ikinci derece denklemler
icin bir siniflandirma veren Hisabdl-
Cebr ve’l-Mukabele 16. yiizyilda Avrupa
tniversitelerinde matematik ders kitabi
olarak okutulmaktayd.

“Sey”i Bulma
Teknikleri

Kimi toplumlarin bir siire “sey sana-
t1” diye isimlendirdigi cebirin asil amaci
bilinmeyenin temsil ettigi sayiy1 bul-
maktir. Cebir, sayinin icinde gectigi
denklemin bilinmeyen miktarina, bilin-
meyenin en. yiksek derecesine, denk-
lem miktarina gére cesitli metodlar ge-
listirmektedir. Bu ¢6ziim metodlarina
genel olarak modern cebirin babasi Ha-
rizmi’ye ithafen algoritma ismi verilmis-
tir. (Yine Bat1 dillerinde al-Kharizmi ola-
rak gecen el Harizmi kelimesi okunusu
itibariyle algoritma kelimesine dontsta-
rulmdstiir)



n’inci Dereceden Bir
Bilinmeyenli Bir Denklem
(RENT)

Birinci dereceden bir bilinmeyenli bir
denklem 3x+5=0 ifadesi ile 6rneklendirile-
bilir ve ¢ézimi cebirin bize 6grettigi tek-
niklerle kolayca x=-5/3 olarak bulunur.
ax® +bx+c =0 seklindeki 2inci derece-
ye gectigimizdeyse lise yillarimizda ezber-
ledigimiz ikinci derece denklem formdld
devreye girer:

. —bxb* —4dac
b2 2a

bu formdld bildigi gibi ¢6zlimilin olmasi
icin kok icindeki ifadenin pozitif olmasi
gerektiginin de farkinda olan Harizmi’nin
3. derece denklemlerle ugrastigini
gosteren bir bilgi yok. Ondan 250 yil son-
ra ortaya citkan meslektast Omer Hayyam
3. derece denklemlerin sembolik ifadele-
rinden ¢ok geometrik yapilariyla ugrasti.
Cebirin 3 bilinmeyenli denklemlerdeki ge-
lisimi, Arapca eserlerin Avrupa’ya tasin-
mastyla devam etti. Harizmi ve Hayyam’in
eserlerinden etkilenen Italyan matematik-
¢i Leonardo Fibonacci(1170-1230)
x’ +2x* +cex—d =0 tipindeki denklem-
lerin yaklasik coziimleri tizerinde calisti.

3. Derece Denklemler

Ortacag matematikcilerinin kafasini
uzun siire kurcalayan bu problemin ¢6-
zlilmesi zaman ald. 15. ylzyilin sonlarmn-
da 3. derece denklemlerin bazi 6zel halle-
rinin kesin ¢oziimleri biliniyordu. Daha
sonra bu denklemlerin su 3 hale indirge-
nebileceginin farkina varildi:

X3+pX=q
X3 =px+q

xX*+p=gx (p,g>0)

Bologna Universitesi profesérlerinden
Scipione del Ferro isimli italyan matema-
tikci, bu denklemlerin ¢6ztiimini buldu
ama calismasini yayimlamadi. 1535’de 6g-
rencisi Niccolo Tartaglia ¢6zimi yeniden
buldu ve bunu Geronimo Cardano’ya soy-
ledi ve bunu bir sir olarak saklamasini is-
tedi. Nedendir bilinmez, o glinlerde mate-
matikciler calismalarini gizli tutmay: ter-
cih ediyorlardi. Cardano bu sirr1 saklama-
yarak izinsizce 1545’de 3. derece denkle-
min ¢6ziminid yayimladi. Bu formiil, Car-
dano formiilii olarak bilinir. Insanlar1 bu
kadar zorlayan bu denklemin ¢éziim yo-
lunu cebir genel kiiltiirtinize bir katkida

bulunmasi acisindan vermeyi uygun géri-
yoruz.

Denklemin Coziimii

x’+ax® +bx+c=0 3. derece bir
denklemin genel halidir. Once bunu az
once belirttigimiz hallerden hirine déniis-
tdrelim. Bunun igin

x=l—la
3

dontistimd yapalim.

M—%aﬂ+p@—%@2+MA—%m+c=O

Gerekli sadelestirmeleri yapinca x”1li te-
rim istendigi gibi kayboluyor ve denklem
genel olarak # + P2 +4¢ =0 konumuna
geliyor. (islemlerin uzun halini denemeni-
zi tavsiye ederiz. p ve q a,b,c cinsinden de-
gerler) Simdi mesele bu denklemin ¢6zu-
miind bulmaya kaliyor. C6ziim

3
A=z- P}
27z

dontsiimi yapmaktan geciyor. Denkle-
min son hali

3
“rgr -L 20,
z qz 27
2. derece denkleme déniisebilen bu ifade-
nin ¢6zdimind bildigimiz formiille rahat-

likla bulabiliriz:

;1 2 4P}
2=—]-g+ +
2{ TP\ *7y

Simdi sirayla z yi A'ya; A'y1 da x’e dé-
nistirerek temel formili cikarabilirsiniz
isin bu kismu size kalsin ama uyariyoruz,
karsilasacaginiz formiil pek de i¢ acici ol-
mayacak.
ax3+bx2+cx+d=0 denkleminin genel ¢6-
Zumii:

5 ve sonrast

Bu gelismeler 16. ytzyih geride birak-
mis, matematikgiler siradaki denklemlerin
formdillerini cikarmaya koyulmuslard:. iki
koca ylizyll gecmesine karsin 5. dereceye
iliskin bir formdl elde edilememisti. Bu
durum matematik cevrelerinde boyle for-
mdllerin olmayacagi stipheleri uyandir-
maya basladi. Formdltin bulunamamasi
onun olmadigini séylemek icin yeterli ol-
muyor bunun ispatlanmasi gerekiyordu.
Iste cebirin bu tip denklemlerdeki rolii-
niin sona ermesi, 19.ytizyilda iki matema-
tikcinin boyle 5 ve daha biyik dereceli
bir bilinmeyenli genel denklemlerin ¢6zi-
mund gosteren cebirsel formiiller buluna-
mayacagini ispatlamasina denk gelir. Deh-
set gortndsli formtller beklerken bdyle
bir ifade ile karsilasinca insan saskinligini
gizleyemiyor dogrusu. Bu ispata imzalari-
n1 atanlarsa (birbirinden bagimsiz olarak)
sirastyla 27 ve 21 yaslarinda 6len Norvec-
li Abel ve Fransiz Galois. Birbirinin varli-
gindan habersiz bu iki matematikciyi or-
tak noktada bulusturan yalniz teoremleri
degil, ayn1 zamanda erken son bulan ha-
zin sonlaridir. Biraz daha omiirleri olsa
kimbilir daha neler yapacaklardi.

Nereden Nereye

Galois, 6lmeden bir glin 6nce yazdigi
makalesinde bu ispati yapmakla kalma-
mis sayilart oldukea fazla olan bazi 6zel
denklemlerin cebirsel yontemlerle kok-
lerinin bulunabilmesi i¢in hangi kosulla-
rin gerektigini anlatan bir kuram da yaz-
mistir. Bu tdr 6zel denklemleri ve kékle-
ri arasindaki iligkileri inceleyen kuram,
(ireticisinin adiyla anilan Galois kurami-
dir. Elinize bir pergel ve sadece ¢izgi
cizmeye yarayan (6l¢lim yapmayan) bir
cetvel alin. Siz bu ikisi ile neler ¢izebile-

- b d -# b dY fe ®Y
“= (ﬁ*@‘ﬂ)*\(ﬁ*@‘ﬁ)*(ﬂ‘@)

. -ba+bc_d_ -b*+bc_d“+ c_tﬂ“_b
2776 " 6 2) \\27d " 6a? 20 3¢ 9 3’

Bu denklemin ¢6ziimiiniin bulunmasi
ylzyillar almis olsa da 4. derece icin fazla
beklenmedi; hatta bu ¢6zim de Carda-
no’nun 3. derece denklemin ¢ézimini
yayimladigi eserde yayimladi. Cézimin
sahibi, hizmetinde calisan Lodovico Fer-
rari idi...

ceginizi distiniirken, biz ne yapamaya-
caginizi soyleyelim. Cetvelle cizeceginiz
her hangi bir aciy1 3 esit parcaya béle-
mezsiniz. Konumuzla alakasiz gibi gori-
nen bu ifadenin ispati, Galois Kura-
mi'nin pek ¢ok geometrik uygulamasin-
dan sadece biri.
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Basindan beri cebirin sadik bekcisi
olan denklemlerin yolu bu noktadan
sonra ikiye ayriliyor. Kesin c¢ézimi
bulunabilenler cebirin icinde kalirken,
bulunamayanlar analizin konusuna gi-
rerek yaklasimlar kullanilarak céziile-
biliyor.

Matematikgiler bizi sasirtacak bulgular
sunmaya devam ederken bizler de iciniz-
deki matematikciyi ¢ikartmaya karar ver-
dik. Dergimize gelen “bir bulusum var,
degerlendirebilir misiniz” icerikli mektup-
lariniza bu késemizde yer verecegiz. Eger
kaydettiginiz 6nemli bir bulgu oldugunu

Bere B, wlusurn Lar

Fermat’in Son
Teoreminin Ispati

Sakip Sabanci Anadolu Lisesi 1. s1-
nif 6grencisiyim. TUBITAK yayinlarin-
dan Jerry P. King ‘in Matematik Sana-
t1 adli eserinde Pierre de Fermat’in
bulmus oldugu fakat ispatlamadig

“n>=2,nEN olmak f{izere ve
a"+b" =c" esitligini saglayan (0’dan
ve birbirinden) farkli a,b,c pozitif tam-
sayilar1 olamaz”

Seklindeki son teoreminin heniiz
ispatlanmadigini  okudum.Asagida
kendi bulmus oldugum ispati sunmak-
tayim.

a" +b" =c" oldugunu varsayalim.
Esitligin her tarafina da ayni seyi uy-
gularsak esitlik bozulmaz.

(a"+b")a" =b")=c"(a" -b")

(an)l _(bn)Z =Cnan _Cnbn

(@*)" =(b*)" = (ca)" = (cb)"
terimlerin tstleri esit oldugundan su
esitlikleri yazabiliriz.

a’=ca b* =cb Bu ylizden
a=c b=c diyebiliriz.
Oyleyse

a” +b" =c" yerine
¢" +c" =c" yazlabilir.
2¢" = ¢" oldugundan
a" +b" ="
Ispatimi degerlendirmenizi saygila-
rimla arz ederim.
Ertan Elma

Ertan arkadasimiza bu calismasini
bizimle paylastigi icin tesekkdir ediyor
ve 6grenim hayatinda basarilar diliyo-
ruz. Insanoglunu 350 yil boyunca ug-
rastiran boylesine zorlu bir problem
tizerinde calisma cesaretini gosterdigi
icin kendisini ayrica tebrik ediyoruz.

Aslinda Fermat'in son teoremi 1993
yilinda Andrew Wiles tarafindan ispat-
land1. Kitap eski basim oldugu i¢in son
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teoremin hala ispatinin yapilamadigim
yaziyor olmali. Yine de bu teoremin al-
ternatif bir ispatinin bulunmasi 6nemli
olabilir. Clinkti Wiles Son Teoremi ona
denk oldugu ispatlanan baska bir var-
sayimin dogrulugunu gostererek ispat-
lamisti. Bu nedenle dogrudan teoremin
kendisinin ispatlanmasi da oldukca ses
getirecek bir bulus olacaktir, hatta bu-
nun tzerinde ¢alisan bilim adamlar1 da
mutlaka vardir.

Gelelim arkadasimizin calismasina...
Ne yazik ki ispat hatali. Dogru olsaydi
eger, a,b,c nin pozitif tamsay1 oldugu-
nu ispatin hicbir yerinde kullanmadigi
icin boyle a,b,c reel sayi ticltistintin bu-
lunamayacagimi da ispatlamis olurdu.
Oysaki her n icin sonsuz sayida reel
a,b,c tUcliisti bulunabilir. Peki hatay:
nerede yaptik. Basamaklar tekrar ince-
leyelim ve ispati tekrar yazalim:
a"+b" =c" denkleminin 7*>2,nEN
icin ¢oztimlerini arayalim
(a" +b")(a" =b")=c"(a" =b")  her
tarafi carptigimiz saymin 0 olmamasi
icin a#b 6nlemini alahm. (iki tarafi 0
ile carpmamiza izin verilse 1 ile 2005
i bile birbirine esitleyebiliriz!)

(@) ="y =c"a" ~c"b"

(a*)" =(b*)" = (ca)" - (cb)"

buraya kadar bir problem yok. Ama si-
radaki gecis a’ =ca b*=cb

diistindyorsaniz dergimize génderin ve

onu sizin i¢in degerlendirelim.

TUBITAK Bilim ve Teknik Dergisi, Bulusumu Degerlendirin Kosesi,
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Niltfer Karadag

Kaynak:
http://www.scit.wlv.ac.uk/university/scit/modules/mm2217 /ar.htm

yani Gstler esitse, tabanlar da esittir
gecisi ciddi bir adim. Bu adimin
n>=2,nEN ab,c tamsay! olmak tizere
dogru oldugunu kabul edelim (!??)

Oyleyse
a=c b=c
a=0 wveya b=0

a=b yi baslangicta yaptigim carpma
nedeniyle kabul etmedigim icin ¢6-
ziimler

a=c ve b=0 veya

b=c ve a=0
olmak durumundadir. Ve denklemin
tek coztimleridir. Ispat tamamlanmistir.

Arada dogru oldugunu kabul etti-
gimiz adimi da ispatlamamiz gerekir.
Korkarim ki bunu ispatlamak Fer-
mat’in Son Teoremini ispatlamaya
denktir. Yani o gecisi yapmak icin te-
oremin dogru oldugunu kabul etmek
gerekir. Ozetle ispat dogrulugunu
gostermesi gereken ifadeyi dogru ka-
bul ederek kisa bir kisir dongtiye gir-
mistir. Ama ilk bakista kolaylikla far-
kedilemeyen bu hatanin Ertan arkada-
simiz1 ispat1 yaptigina dair aldatmasi
cok dogal.

ispatlarda yapilan hatalarin farke-
dilmesi bazen zor olabiliyor. Bu ne-
denle hata yapmamak icin cebir kural-
larin1 hep gozoninde bulundurmak
gereklidir. Bu konuda 2=0 ifadesine
yazilmis cok tipik bir ispat vardir.
a=1veb=1olsun
a = b her tarafin karesini alirsak
a? = b?
a? - b2= ( ifadeyi carpanlarina ayira-
lim
(a-b)(a+b) = 0
(a-b)(a+b)/(a-b) = 0/(a-b)
(a+b) = 0 a ve b nin degerlerini yer-
lestirirsek
1+1=0

2=0

Nerede hata yaptik? Ifadenin her ta-
rafini a-b ye bolerken aslinda 0’a bol-
miis oluyorduk. Oysa ki bu yasak! Iste
sayiy1 0’a bélmenin neden izin verilme-
diginin nedenini ve nelere yol acabile-
cegini burada daha net gorebiliriz.



