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GEOMETRIDE
DUALLIK ILKES]

Oyle goriintiyor ki geometri, insanog-
lunun yerytiziint 6l¢me ihtiyacindan dog-
mus. Bunu Latince kékenli geo ve metri
kelimelerinin yer (diinya) ve 6lcti anlami-
na gelmesinden anlayabiliyoruz. Oklid
geometrisinin t¢ boyutlu diinyamizi 6l¢-
mek icin oldukga kullanisl bir yol oldugu-
nu kabul etmek gerekir. Yine de Oklid di-
s1 geometrilerin de varoldugunu ve onla-
rin da bu anlamda isimize yarayabilecegi-
ni bilmekte fayda var. Hatta bu yeni geo-
metrilerden bazilar1 Oklid geometrisinin
cozlimlemekte yetersiz kaldigi yerlerde
devreye girebiliyor.

Aksiyomatik

Sistemler

Bilindigi tizere Oklid geometrisi, 5 ak-
siyom (belit) tizerine kurulmustur:

1. Her hangi iki nokta, bir dogruyla
birlestirilebilir.

2. Sonlu bir dogru parcasi, istenildigi
kadar uzatilabilir.

3. Cember, merkez ve tizerinde bir
nokta ile tarif edilebilir.

4. Buttn dik acilar birbirine estir.

5. Verilen bir dogruya, kendisi disinda-
ki bir noktadan yalniz ve ancak bir para-
lel dogru cizilebilir.

Bugiin yaygin olarak taninan geomet-
rinin temelinde bu bes degismez ctimle
yatiyor. Oklid geometrisi uzaklik, ac1, pa-
rallelik gibi pek cok kavrami koruyor.
Fakat su bir gercek ki, fotograflar pers-
pektifden dolay1 bu kavramlar1 korumaz.
Bunun en tipik 6rnegi, paralel giden iki
demiryolu cizgisini ileride bir noktada
(aslinda go6zlimizin gordigi en son
noktada) birlesmis olarak gérmemizdir.
Oysa ki birlesmedigini biliyoruz. Hatta
besinci aksiyom, bize iki paralel dogru-
nun asla kesismeyecegini de soyltyor.
Oyleyse, emektar geometri béyle bir fo-
tograf karesinde yetersiz kaliyor. He-
men, bu yetersizligi matematigin caresiz-
ligi olarak diistinmekte acele etmeyin!
Clinkti matematigin bu problemi nasil
¢6zdliguni goriince, onun problem ¢6z-
me konusundaki yetenegine bir kez da-
ha hayran olacaksiniz.
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Yeni bir Geometri Doguyor!

Matematik bir ctimleye degismez demis-
se, o climle degismezdir; ama yazildigi ku-
ram icinde! “Ben farkli bir kuram yaziyo-
rum” deyip de o ctimlelerin tamamen ters-
lerini dogru kabul eden aksiyomlar1 siralar-
saniz, onlar da dogrudur; ama sizin kura-
miniz icinde. Tabii bir de yazdiginiz aksi-
yomlarin kendi icinde tutarli olmasi gerek-
tigini unutmayin. Ayni kuram icinde hem
“a dogrudur” hem de “a yanhstir” ifadeleri
yer aliyorsa, o kuram bastan ¢ékmiis de-
mektir. Oklid bu bes aksiyomu hem birbiri
ile tutarli hem de biri digerinden elde edil-
meyecek sekilde diizenlemis. Hatta Ok-
lid’den sonra bircok matematikci, besinci
postulatin digerlerinden elde edilebilecegi-
ni ispatlamaya calismissa da basarili olama-
mis. En sonunda bes aksiyomun da birbi-
rinden bagimsiz oldugu ispatlanarak bu
tartismaya son nokta konmus. Kuramdan
“a dogrudur” aksiyomunu ¢ikarip
“a yanhistir” aksiyomunu eklerse-
niz yine tutarli bir sistem elde
edersiniz ve bu da yeni bir geomet-
ri anlamina gelir. Ama pek cok teo-
rem ya da tanim gortinti degistire-
cektir. Elimizdeki fotograf karesin-
deki paralel dogrular bir noktada
birlesiyor; éyleyse “Paralel dogru-
lar bir noktada kesisir” climlesini
dogru kabul eden farkli bir kuram
yazmak, karsilastigimiz problemi
¢6zmek icin akla gelen ilk yoldur. y
Bu, kisaca besinci postulatin hiik-

mind sona erdirip yerine bu yeni aksiyo-
mu koymaktan baska bir sey degildir. Pro-
jektif Geometri adi altinda yazilan yeni ku-
ramda birka¢ hafif degisiklik yapilmis olsa
da (uzunlugun ve agilarin her déndsim al-
tinda korunmamasi gibi) en buiytk degisik-
lik paralel dogrulari kesistirmek denebilir.
flginc bir sekilde, bir degismezin degistiril-
mis olmasina karsin Oklid geometrisindeki
pek cok teorem, bu kuramda da aynen ca-
listyor. Ama sunu da eklemekte fayda var
ki, kuramin bundan ¢ok daha ilging ve dik-
kat cekici baska bir 6zelligi var!

Deargues Teoremi

Perspektif kavraminin kilit noktayi
olusturdugu projektif geometrinin kurucu-
larindan birinin aslen bir miihendis olmasi,
cok sasirtict degil. 16. ytizyilda yasamis bu
Fransiz matematik¢i ve muhendis Girard
Desargues’in teoremi soyle:

ABC ve ABC ticgenlerinin
(A=A B=BC=C") grasiyla AA’, BB’
ve CC’ dogrularimin tek bir noktada kesis-
mesi icin yeter ve gerek sart, ticgenlerin AB
ve A'B’; BC ve B’C’; CA ve C’'A’ dogrularinin
kesim noktalarinin dogrusal olmasidir.

Oklid geometrisi, bu teoremin cok ge-
nel durumlarint oldukga sik bir sekilde is-
patliyor. Ispat icin bir 6nceki yazimizda
bahsettigimiz Menelaus Teoremini ti¢ kere
kullanmak yetiyor. Bu ipucu {tizerine ol-
dukca kolaylasan ispati, okuyucumuza bi-
rakiyoruz. Ama bazi 6zel durumlari mer-
cek altinda incelemekte fayda var; ¢linki o
noktalarda Oklid geometrisi ihtiyaci karsi-
lamiyor.




Bu sekil AXA’Z karesinin kenarlarinin
orta noktalarindan dorde béltinmesiyle elde
edilmistir. (B,C,B’,C’ tizerinde bulunduklari
dogru parcalarmin orta noktalaridir) AA’,
BB’,CC’ dogrularmnin kdsegenlerin kesim
noktasi olan O’da birlestikleri actkca gortile-
bilir ki, bu noktada Desargues teoremini uy-
gulayabiliriz. Hipotez saglandigina gére AB
ve A’'B’; BC ve B’C’; CA ve C’A’ dogrularinin
kesim noktalar1 dogrusal olmali ama BC ve
B’C’ dogrular: birbirine paralel. iki paralel
Oklid geometrisi icinde kesisemeyecegin-
den, bir kesim noktasindan bahsedemeyiz.
Iste bu noktada devreye projektif geometri
giriyor ve iki paralel dogruyu “sonsuz” de-
nen noktada birlestiriyor: ¥ — % . Bu haya-
li nokta, X ve Z'yle dogrusal olarak kabul
edilebilir ve teoremin simnirlarmimn Oklid Geo-

metrisinden daha genis olmasi gerektigini
de ortaya koyuyor!

Duallik

“Daha sonra neredeyse hic isitilmayan
tren kompartimaninda, gazetenin kenari-
na B kalibindan aklimda kalanlart cizik-
tirdim. Tren Cambridge’e yaklasirken iki
veya ¢ zincirli modeller arasinda bir ka-
rar vermeye ugrasiyordum...Bisikletle ko-
leje dontip arka kapidan tirmanirken iki
zincirli bir model insa etmeye karar ver-
dim. Bunu elbette Francis de begenecekti.
Her ne kadar fizikciyse de biyolojide
onemli seylerin ciftler halinde ortaya cik-
tigint bilirdi” (James D. Watson, 1996, p.
121,122)

DNA’nin yapisini Francis Crick’le bir-
likte ¢ézerek 1962 Nobel 6dilind alan Ja-
mes Watson, sarmal yapinin iki zincirli bir
modele sahip olabilecegine karar verdigi
ani boyle anlatiyor kitabinda. Bu kararin
ardindan DNA’nin yapisi ardindaki sir per-
desi aciliyor ve ylizyilin en 6nemli bulusla-
rindan biri ortaya cikiyor. Aslinda “ciftler
halinde ortaya ctkma”, sadece biyolojiye
has bir durum degil. Geometride de ilginc
bir duallik kavrami s6zkonusu. Bu kav-
ram, biyolojide birbirinin duali olarak du-
stinebilecegimiz erkek-disi cifti kadar asi-
kar mi, degil mi ona siz karar verin.

Bere B, wlisurn Yar

Merhaba

flk 6nce sunu séylemek isterim ki, bana
boylesine glizel bir dergide yer ayirdiginiz
icin tesekkiir ederim. Ben izmir Anadolu
Ogretmen Lisesi II sinif 6grencisiyim. Bilim
ve Teknik Dergisini ilkogretimden beri im-
kanlarim dahilinde takip ediyorum. Dersler
arasinda geometriye karsi agiri bir tutkum
var. Ozellikle ticgenler konusu. Dik ticgen-
lerle ilgili bir bagint1 elde ettim ve bunu siz-
lerle paylasmak istiyorum. Bulusumun son
basamaginda Oklid bagintisini elde ettim.
Bulusumu hig¢ bir kitapta gérmedigim icin
bunun kiictik bir teorem olabilme ihtimali
oldugunu dustindiim ve size degerlendir-

B

meniz i¢in gonderdim.
ACD dik ti¢geninde Kosiniis teoremin-
den:

b =c*+e’-2e-c-cosa

ABC dik ticgeninde Kosintis teoreminden
d*=a*+b*-2a-b-cosa

ikisinin ortak ¢6ztimii:

Poc?-e® d—a-b
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ACD dik ti¢geninde Kosiniis Teoreminden
e’ =b*+c?-2b-c-cospf

ABC ticgeninde Kosintis Teoreminden
b*=a*+d*-2a-d-cosp
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(1) ve (2) numarali buluslara hichir kitapta
rastlamadim. Ispatin1 da Kosiniis teoremin-
den faydalanarak buldum. Ve size soruyo-
rum. Bunlarin teorem olabilme ihtimali var
mi?

Aykut Celikel

Bir Teoremin Duali

Fransiz geometrici Joseph Gergonne,
1810 yilinda yayimlamaya basladigi bir
dizi makalesinde projektif geometride
dtzlemdeki, her nokta ve dogruyu birles-
tiren teoremin duali olan ifadenin de
dogru bir ifade olacagindan bahsetmistir.
Bu prensip basitce, iki teorem arasinda
kurulan bir 6rnekseme olarak aciklanabi-
lir. S6zgelimi, bir teoremin dualini bul-
mak icin ifadenin icinde gecen noktalar
dogrularla, dogrular noktalarla ve hatta
“cakisik” ifadesi “dogrusal” ifadesiyle de-
gistirilir. Ornegin projektif uzayda “tki
farklt nokta bir dogru belirtir” ifadesinin
duali “iki farkli dogru bir nokta belirtir”
seklindedir. Bu, su anlama gelmektedir.
Projektif uzayda iki farkli dogru mutlaka
bir noktada kesisir (paralel olsa bile!) ki,
bu da o dogrularin belirttigi noktaya
denk gelir. Bu oldukca ilging 6zelligin
getirisi muhtesem. Kuramin yarisini tiret-
meniz demek, tamaminin kendiliginden
ortaya cikmis olmasi demektir. Ontimiiz-
deki sayimizda geometrinin oldukca car-
pici baska teoremleriyle ve birbirine dual
olan teoremlerle devam edecegiz. Sizler
bu arada geometriyi daha derinden karis-
tirmaya ve ispatlar tizerinde calismayi ih-
mal etmeyin.

Aykut arkadasimiza calismasini bizlerle
paylastigi icin tesekkiir ederek soze baglamak
istiyoruz. Kendisinin ¢izdigi sekil (ABD ticge-
ni) Oklid bagmtilar olarak bilinen bir dizi teo-
remden dolay1 o kadar gézontiinde olan bir fi-
gtir ki, buradan daha 6nce bulunmamus bir sey-
ler ¢itkartmis olma fikri bile insani kuskuya du-
stirebiliyor. Yine de “neden olmasin” demekte
de fayda var. Elde ettigi (1) ve (2) numarali ifa-
deler pek cok kitapta baginti olarak gecmese
de, bunlara soru kisimlarinda yer veriliyor. Bu
sorularin icinde gectigi asil konu ise “Ucgen-
lerde Benzerlik”. Aci-Ac¢t-Agt 6zelliginden dola-
y1 ABC ve DAC ticgenleri birbirine benzerdir.
(ikisinin de icacilar: a-3-90°) bu da otomatik
olarak denk gelen agilarin karsilarindaki ke-
narlarin orantili oldugunu gosteriyor:

Bu tclt orantinin iginde (1) ve (2) numaral
bagintilarin yeraldigi da acikca gortilebiliyor.
Sonug olarak bu bilgiye teorem adi versek bi-
le, yeni bir bulus olmadigini gérebiliyoruz. Bu
arada Oklid bagintisnin ispati da yapilmis
oldu.
Nilifer Karadag
karadagnilufer@yahoo.com

Eder siz de kaydettiginiz 6nemli bir bulgu oldu-
gunu diisiiniiyorsaniz dergimize gonderin ve onu
sizin icin degerlendirelim.
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