l) itagor, I'den basliyarak birbirlerini izli-

yen tek sayilarin toplanmasinin birbirle-
rini izleyen sayilarin tam karelerini verdigini
bulmustu :

+ 44+
L w
Chzn e ng

33
2
7

-
:5-

+ 441l
++||
+u

=

Bunu cebirsel ve geometrik olarak ispatlama-

ya calisin,

Eski Yunan'da bundan 2000 yil kadar once Ni-'

komah'in buldugu teoreme gelelim, bunun igin
1'den basliyan tek sayilari altalta sirayla dyle
yazahm ki birinci satirda 1. Ikinci satirda 2,
iiciincii satirda 3... tek say! bulunsun. Her sa-
tirdaki sayilar arasina arti isareti koyalim,
asagida gorildigi Gzere her toplam terim sa-
ytsimin kilbine esittir :

13=/]

22 =345

F=7+8+4+11
P=13+15+17+ 19

Bunun dogrulugunu cebirsel olarak kanitlamak
daha gug, fakat daha ilgingdir,

Pitagor bundan baska sunu goOstermistir: 1
haric bitiin tek sayilar iki sayimin karesinin
farki olarak yazilabilir, bu iki sayi toplamlari
o tek sayiyr veren ve aralarinda 1 fark bulu-
nan iki sayidir:

3 =22
5 =3¢ 2
7=4—3
9 =5 4

Simdi karelerin simetrik toplamalar seklinde
acihsim veren formilleri gérelim ;

=1+2-41
= b 2434 241

L. Trunkovski gbsterdi ki bir sayimin herhangi
bir kuvvetini o sayiya kadar olan sayilari 1sin-
sal bir bicimde yazip topliyarak elde edebili-
riz, 6rnegin 3" ( su sekilde yazabiliriz :

1 1 1
+ + i
2. &= 2
+ + o+
1142+ 3.2 §
e %ot
2 2 2
o + +
1 1 1

Trunkovski bir sayimin Gssiniin (m") kag iin
bigiminde yazilabilecedini veren formiili de
bulmustur :

K=2 (m'—24-m=34-m= 4 . 4t 4)

Bu formiili 3* e uygulayalim : K = 2 (3! + 1)
= B. Gergekten de {giin kiibiini i1sinsal ola-
rak yazabilmek icin 8 1sin gereklidir. Buna
kargi bu formali 3* e uygularsak 80 elde ede-
riz. yani 1 + 2 1simini 3 merkezi etrafinda 8C
kere yazarsak bu toplam 3*i verir.

Simdi matematikdekl dnlG formila gorelim :

(2x+1)xix+ 1)
6
Bu tormiil asagidaki sekle gevrilebilir :

243 k-

(k4= (2n4 )= 2220t 1) ki 4 1) = 622 { 174 2%+, 4 kF )
=624 651 (2x)]

Simdi bu noktadan hareket ederek tek sayi-
larin kiipiinii veren G. Somehberuyev formii-
lini elde edebiliriz :

(26 +1) = 6274 454 62 s (20 (2 41).

= 4 alirsak :
98 =6 (2 +4° +6°+8) +9. |

Cift sayilarin kiibi igin benzer teknigi Igulla-
nalim :

(26) - 20 = 24t 1)m e[ 14374 5%+ (26~ 1)7]

Ornegin K =

Formilin son kismi igin bir diger Gnli ma-
tematik formiil kullandik :
4:.*-11

Bir onceki formiilden su ifadeyi yazabiliriz :

1eite st b hl2k- 0t =




| (20T =614 324 524 (2k-07] 4 26 ]

$imdl de bir sayinin 4.kuvvetinl veren formi-
16 bulalim :

435450 (2= 1) = 3 (262 1)
I8 1304 50 (2= )" 4 k0
s & LS AL AR PL L)

1
1l=_2_.(18+3s+51+?s+‘11_

Gelelim bir diger teoreme : Birbirini bir say
farkla izleyen ddrt sayr alip birbirlerine car-
pin ve sonuca bir ekleyin, sonu¢ daima bir
kare olacaktir :

53 % 54 % 55 %56 + | — 8815 961 — 2 0692,
Birbirini ki say: farkle izleyen dbrt say) alip

birbirine garpin ve sonuca 16 ekleyin, sonug
daima bir karedir :

NAUKA-I JIZN'den

Cewiren | Dr. Selguk ALSAN

Not: Yukardaki yazidan esinlenerek kendi

kendime caligarak diger bazi formiller
buldum, onlar da veriyorum ;

MK=24+4+86+.... + 2

(K—1) + K
Bir Grnek: 9= 2 + 4 + B8 4+ 8 + 10 +

Ornekler : 3*=3 x 2 + 3
=4 x3+4

(3) K*= K ([K—1) + K
Ornekler : 3% = 3% x 2 + 3
P=4x3 44

Formilleri aslinda daha da genellestirebiliriz :
(4) K=K (K—n) + n x K
155=15 X 10 + 5 %X 15
(5) K!= K (K—n) + n x K?
15 = 18 x 10 + 5 x 15¢
Formiild ashinda herhangi bir Gs igin kullana-
cak sekilde gensllestirebiliriz :
[6) Km = Kmi1 x (K—n)
+ n X Kmi
Ormek : 10°= 10" X 6 + 4 x 109
Bir saymin katlarini toplamak onun kiipini
vermektedir :

mn K’=2[K+2K+3K+,

K.
+ K(K—=1) + —

2
Ornekler : 7 + 14 + 21 + 28 + 35 +
4 49 4 42 + 35 + 28 +
+ 144+ 7="7

28

59= 5+ 10 + 15 + 20 +
254+ 20+ 154+ 10+ 5

B K=Kl +24+3+ ... + K +
KIM+2+3+..((K—1]
Omekler : 4= 4 (1 + 2 + 3 + 4) +
401 +2+ 3
P=31+2+3+3(1+2
Merak eden okuyucular igin birkag dnemli
formilin cebir yolu ile kanitlanmasini veriyo-
rum. 1'den baghiyarak tek sayilan toplarsak
daima bir kare gikacaimin ispati: 1'den n'e
kadar olan ¢ift sayilarin toplami (n tek say

n—1 /n—1
olmak (izere) ( + 1) dir. 1'den
2 2

n'e kadar olan sayilarin toplam ise
nin + 1)

2
Ikisi arasindaki fark tek sayilarin toplamidir

dir, (aritmetik dizi kurali). Bu

n o+ 1
ve (-—-—— olarak gikmaktadir, yan| bu
2

fark daima karedir,
Tek sayilarin 1ki kare fark: olusu :

ln+ 1\? (n—1 )2
| T 2

Tek sayilarin kilpd :

(2K + 1)* — (2 K 4 1) ifadesinde a = 2

K + 1 kabul edersek bu ifadeyi a® —a ola-

rak yazabiliriz, a®* — a = a(a 4+ 1) [a—1).

a'nin yerine 2 K + 1 koyarsak 2* (2 K + 1)

K(K - 1) yl buluruz. 1% + 2¢ 4 3% 4

2K+ 1]K(K + 1)

+ K= ——————— formillinden de
]

yararlanarak formiil son seklinl alir.

244464+... + 2(K—1) 4+ K = K* nin

Ispatlanmasi :

+2(K—1) + K=

24446+,

K
2[1+2+ o K—1) + —]

2
Parantez Igindeki ifade son terimi harig 1'den
K—1'e kadar olan sayilarin toplamidir :
K(K—1)
Yerine koyalim: K (K—1] + K=

2
K? bulunur.
Bir sayinin katlarimin toplamimin kiptnii ver-
digini kanitlamak :
K+2K+3K+ .. +KI[K—1)+ K2
KK—1)+ ... +3K+ 2K+ K=2K
fi+2+3+... +(K— 1] + K
t'den K — 1'e kadar olan sayllnhn toplami

KIK—1)
olarak yerine konursa yukarki
2

ifade K* (K — 1] + K* = K seklini alir,
Dr. Selcuk ALSAN



