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M imkin olan en genis anlamda ifade etmek ge-
rekirse, geometrinin ortaya ¢ikisi hemen he-
men insanlik tarihi kadar eskidir. Yer ylizlinde yazi-
nin ve hatta belki de konusmamin bilinmedigi donem-
den dnce var olan geometrl, insan tlriinln “sekilleri"
tanimasi ve bunlarin bigim ve dlgllerini karsilastira-
bilme yetenegine bagl olarak fiziki uzay hakkinda
giderek yogunlasan bilincalti kavramlar olarak dog-
mustur. Yaklasik 1.O. 600 yiina kadar olan dénem-
de geometrik sekiller (izerinde yapilan ¢aligmalar bir
deneysel bilim tarzinda surip gitmis ve yeni bulus-
lar igin gerekli yegane araclar tiime varim ve deney-
sel (ampirik) yontemler olmustur. Ganlik hayatin ta-
leplerinin geredi olarak yapilan gozlemlerden elde
edilen genel dzellikler ve bagintilar bir araya getiril-
diginde, alanlar, hacimler ve cesitli sekiller arasin-
daki bagmintiarla ilgill heybetli bir '‘laboratuvar
sonuglar’ kiimesi ortaya ¢ikmigtir. Bu hadsiz hesap-
siz genis ampirik bilgl kimesini, bugun Oklid geo-
metrisi olarak bilinen, ¢ok glzel ve akilei bir disipli-
ne donustirenler Eski Yunanlilardir. Bu donistimiin
tamamlanmasi yaklasik ¢ yizyil sirerek 1.0. 300
dolaylarinda Oklid'in "'Elements’ adl eseri lle zir-
vesine ermistir. Matematidin gelisimi agisindan bu
olayin dnemini vurgulamakta yarar vardir. Oklid'in
bu alandaki etkisi o kadar kesin olmustur ki, 17. yiiz-
yila kadar matematikgiler kendilerini yeterlikli gortip
geometride esasli yeni yaklagimlar benimseyen dav-
raniglardan kaginmiglardir. Cok yavas olarak ve za-
man zaman da isteksiz bir bigimde matematik, ken-
disini Oklid'in “Elements" eserindeki kati aksiyoma-
tik yontemlerin baski ve zorlamalarindan bagimsiz
hissetmeye baslamistir. Yeni ve dikkate deger glic-
te kavram ve tekniklerin gelistirilmesi sonucunda, ge-
nel olarak matematigin tamaminda ve ozellikle de
geometride hem daha kapsamlt hem de daha iyi an-
lasilir bir duruma gelinebilmistir. Iste, bu kisa yazi-
nin amaci, kapsami bu anlamda giderek genisleyen
matematikte geometrinin bir dali olarak topolojinin
nasil dogdugunu ve gelistigini belirtmektir.

Oklid'in *‘Elements’ adli eserinin ilk kitaplarin-
da yer alan en temel kavram eslesimdir. Bu kavra-
mi sezgisel olarak ifade etmek gerekirse, diizlem-
de bulunan iki geometrik seklin (bizim bakis agimiz-
dan dizlemin herhangi iki altklimesinin) eslesik ola-
bilmesi igin gerek ve yeter kosul, bunlarin sadece
dizlemde isgal ettikleri yer itibaryla birbirinden farkl
olmalandir. Esdeder baska bir ifadeyle, diizlemde
otelenme ve/veya donme gibi kati hareketlerle bu iki
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geometrik sekil cakistinlabilirse, bu durumda sekil-
ler eslesiktir denir. Simdi ise bu kavramin daha ke-
sin bir tammini verelim: F, ve F, diizlemde bulunan
herhangi iki geometrik sekil olsun. Eger dizlemi ken-
di Gzerine dénlistiren bir f donisimi varsa ve f,
dizlemin her nokta ¢ifti arasindaki uzakligi koruyup
(yani dilzlemde bulunan tim p ve g noktalar igin
d(f(p), f(q)) = d(p, q) ise), aynca F, i F, lLzerine ta-
siyorsa (yanl f(Fy) = F; ise), bu durumda F, ve F,
gekilleri eglesiktir denir. Herhangi nokta gifti arasin-
daki uzaklig koruyan bir déniisime izometri adi ve-
rilir. Kati hareketin (yani 6telenme, dénme veya bun-
larin bileskesinden olusan hareketin) matematiksel
karsilidi izometridir. Bu nedenden dolayidir ki, diiz-
lemde eslesik sekillerin incelenmesine genellikle
“Diizlem Oklidyen Metrik Geometrisi'* denir. Diiz-
lemde bir dik Kartezyen koordinat sisteminin gizil-
mesi durumunda diizlemin izometrileri,

X =Ax+ By +C

(1) V= <+ (-Bx + Ay) + D

olmak lizere, (x, y) — (x', y') bigimindeki dénsim-
lerdir; A, B, C ve D gercel sabitler olup, A2 + B2 =
1 dir. Burada herhangi iki izometrinin bilegkesinin
de bir izometri olduguna dikkat edilmelidir. Ustelik
béyle her bir izometrinin tersi de var olup, bu da bir
izometridir. Dolayisiyla (1) bigimindeki tim donasim-
lerden olusan kime, bileske islemine gore bir grup-
tur ve buna diizlemsel izometrilerin grubu adi ve-
rilir. Dizlem Oklidyen metrik geometrisi bakis aci-
sindan ifade etmek gerekirse, herhangi bir F geo-
metrik sekli icin dnemli olan yegane ozellikler, F nin
sahip oldugu birtakim Ozelliklere, F ye eslesik olan
diger tim geometrik sekillerin de sahip olmasidir; ya-
ni dizlemsel izometrilerin grubu altinda degismez
kalan ozelliklerdir. Ornegin, bir dogru olma 6zelligi
bdyle bir 6zelliktir. Glnkd (1) bigimindeki her doni-
stim, dogrulan dogrulara déniistirmektedir. Benzer
sekilde bir kare veya daha genel olmak lzere, 6zel
tirden bir poligon olma ozelligi de diizlemsel izomet-
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rilerin grubu altinda degismez kalmaktadir. Ayni sayi
ozel tirden konikler i¢in de sdyleyebiliriz. Bir dogru
pargasinin uzunlugu, bir poligonun alan ve bir ko-
nigin dis merkezligi aym vechile degismez kalan
ozelliklerden olup, diizlem Oklidyen metrik geomet-
risinde incelenmesi gereken konular arasindadir.

Tabiatiyla konuya sadece diizlem Oklidyen met-
rik geometri agisindan bakilamaz. Nitekim “Ele-
menis”'in VI. Kitabinda Oklid, incelemelerini eslesik
geometrik sekillerden benzer geometrik sekillere
kaydirmistir. Kabaca ifade etmek gerekirse, ayni bi-
gimde fakat farkl dli¢illerde olan herhangi iki geo-
metrik sekil benzerdir denir. Bu kavramin tammin
daha kesin bir bigimde formiile edebilmek igin, 6n-
ce asagidaki 6zel donusimu tammlamakta yarar var-
dir: Eger diizlemi kendi (izerine donistiiren bir { do-
nusumi altinda dizlemin her nokta cifti arasindaki
uzaklik, k bir pozitif sabit sayl olmak {izere, k katina
cikiyorsa (yani diizlemde bulunan tim p ve g nokta-
lari igin d(f(p), f(q)) = kd(p, q) oluyorsa), bu durum-
da f ye benzerlik orani k olan benzerlik déniisii-
mii denir, Bir dik Kartezyen koordinat sistemine gore
bu gibi her (x, y) — (¥', y') déniisimi

@

biciminde olup, burada a, b, m, n gercel sabitler ve
(a2 + b3)'2 = k'dir. Buna gore, F, ve F; gibi iki ge-
ometrik seklin benzer olabilmesi icin, dizlemi ken-
di dzerine donustiren ve F; i F; Lzerine tasiyan bir
benzerlik dontsimindn bulunmasi gerekir. Tom
benzerlik dontstimlerinin kimesi, bileske islemine
gore bir gruptur. Dolayisiyla artik bu asamada, diiz-
lem Oklidyen benzerlik geometrisi, geometrik se-
killerin bu grup altinda degigmez kalan 6zelliklerini
inceler diye tamimlanabilir; yani bir geometrik sek-
lin sahip oldugu birtakim ozelliklere, bu sekle ben-
zer olan diger tim geometrik sekillerin de sahip ol-
mas! durumudur. Her izometri, ayni zamanda bir
benzerlik dénlsiimii olduguna goére (k = 1 alinmak
kosulu ile), dizlemsel izometrilerin grubu altinda da
bu gibi ozellikler degismez kalacaktir. Fakat bunun
karsiti dogru degildir; Grnedin bir dodru pargasinin
uzunlugu veya bir poligonun alani tim benzerlik do-
nusimleri tarafindan korunamaz.

ax + by + m
+(-bx +ay)+n

Buraya kadar lizerinde durdugumuz her iki ge-
ometride de, geometrik sekillerin belirli 6zellikleri ile
ilgilenip digerlerini gbz ardi ettigimize dikkat edilme-
lidir. Dizlem Oklidyen metrik geometrisinde verilen
bir seklin bicim ve dlglsi Gzerinde durulurken, bu-
nun diizlemdeki konumu ile ilgilenilmemis, benzer-
lik geometrisinde ise seklin yalniz bigimi gz éniin-
de tutulmustur. Onemli oldugunu kabul ettigimiz bu
ozellikler, tamamen uygulamak lzere tercih edilen
ozel bir arastirma bigimine bagimlidir. Geometrik se-
killerin benzerlik déntstumleri altindaki bicim degi-
sikliginin izometrilere gére daha etkin oldugu agik-
¢a bellidir. Fakat geometrik sekillerin bigim degisik-
ligine neden olabilen dénlistmler altinda degismez
kalan dzelliklerin incelenmesi tercih edildiginde, bu
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ek dzelligin o anda 6nemi kalmaz. Dogal olarak, ge-
ometrik sekillerin izin verilebilen bigim degisikligi de-
recesinin onemli oldugu inceleme alanlan da vardir..
Ornegin, bir geomelrik seklin diizlem projektif do-
niistimlerinin kiimesi altinda degismez kalan dzel-
likleri matematiksel analiz bakis agisindan hayli il-
gingtir. Dik Kartezyen koordinat sistemine gore bir
(x, ¥y) — (x'. y') dizlem projektif déniisim

. a, X + ay + ag
X =

CiX + C¥Y + Gy

(3) by X + by + by

y' =
CyX + Gy + Cy

bigiminde olup, burada gercel sayilardan olusan kat-
sayilar determinant

ay da dg
by bz byl = 0dr
Cy Co Ca

Tim bu tir donlsimlerden olusan kiime, bileske is-
lemine gore bir gruptur. Geometrik sekillerin bu grup
altinda degismez kalan ozelliklerinin incelendigi dala
diizlem projektil geometri adi verilir. Simdi diizlermn-
de iki geometrik sekil disiinelim. Eger bu sekiller-
den birini digeri Uzerine tasiyan bir projektif déni-
slim varsa, bu durumda sekiller projektif olarak es-
degerdir denir. Her benzerlik donisumi ayn za-

Yiiziin topolojisi.
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Geometrik sekillerde veni noktalar olusturmadan (6r-
negin sekli yirtmadan), cakistirmadan (Grnegin sekli
kivirmadan) ger¢eklestirilen deformasyonlar.

manda bir projektif dontisim olduguna gore, projektif
grup altinda degismez kalan her ozellik, aym zaman-
da benzerlik grubu altinda degismez kalan bir 6zel-
liktir. Projektif donUstmler altinda sekillerin ugradi-
g1 bicim degisiklikleri benzerlik dondsimlerine go-
re daha fazla oldugu igin, yukaridaki hikkmun karst-
ti do@ru degildir. Ornegin herhangi iki konik daima
projektif olarak esde@erdir; fakat bunlann benzer ola-
bilmeleri igin aynt dismerkezlige sahip olmalar
gerekir,

Burada sozinl ettigimiz cesitll geometrik yak-
lagimlar oldukga yenidir. ilk kez Felix Klein, 1872 yi-
linda yayinladig (Onlii Erlanger Programinda geo-
metriyi, genel olarak bir S klimesinin, S nin 6zel dé-
nusUmler grubu altinda degismez kalan ozellikleri
olarak tammlamistir. Dilzlem Oklidyen metrik, ben-
zerlik ve projektif geometriler ile bunlarin ¢ ve da-
ha yiiksek boyutlu uzaylara genellestiriimeleri Klein'in
tanimina uyduklar gibi, klasik Oklid geometrisinin
cesitli diger dallan da bu tanimi saglamaktadir. Bu
gergege ragmen, iginde bulundugumuz yizyilda ge-
ometri ile ilgili distnceler o kadar ileri giderek ge-
nislemistir ki - stiphesiz bu gelismeye Erlanger Prog-
ramindaki fikirlerin yorumlanmasinin boyik etkisi
olmustur-buglinkt kapsamiyla bunlan tam olarak
Klein anlaminda 'geometriler’’ olarak g6z ontine al-
mak mimkin degildir. Klein'in dnemle vurguladidi
donisim gruplarinin degismezleri Uzerindeki calis-
malarinin teorik fizikte de son derece derin etkileri
olmustur. Ormedin 6zel rdlativite teorisi, Minkowski
uzayinda dénusimlerin Lorentz grubunun degismez-
leri olarak g6z 6nline alinabilir.

Riemann'in karmasik fonksiyonlar teorisindeki
calismalarimin Gnemini anlayarak buniar) degerlen-
diren Klein, bir geometrik sekilde yeni noktalar olus-
turmadan veya mevcut noktalan ¢akistirmadan ge-
ometrik seklin biciminin bozulmasi (deforme edilme-
si) - yani, sanki sekli yirtmadan veya kivirmadan sek-
lin egilmesi, siindurtimesi, bizulmesi - durumunda
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seklin dedismez kalan 6zellikleri ile ilgilenen geomet-
rinin yeni bir dalinin, topolojinin varligini ilk farke-
denlerdendir. Bir geometrik seklin yukanda ifadg
edildigi gibi bigiminin bozulmasi olayi, ancak bire-
bir, 6rten ve kabaca sdylemek gerekirse, birbirine
yakin noktalan, yakin noktalara dénistdren, yani si-
rekli bir doniisim ile gergeklestirilebilir. Bu durum-
da iki boyuttaki séz konusu déntsimier grubu, diiz-
lemin topolojik dondlisiimleri veya homeomorfizm-
leri adi verilen ve diizlemi kendi (izerine donUstii-
ren bire-bir, stirekli ve tersi de strekli olan donisum-
lerin kiimesidir. Ornegin, diizlemi kendi (izerine do-
nisturen ve f(x, y) = (x, y¥) olarak verilen bire-bir
f doéniisiimiini gdz 6niine alalim. Bu durumda f ve
tersi -1 (x, y) = (x, y'@) de sirekli oldugundan f,
diizlemin bir homeomorfizmidir. Acaba dizlemde bu-
lunan bir geometrik seklin hangl tip 6zellikleri f al-
tinda korunur? Denklemi y = x olan bir dogrunun
f alundaki gorintiist y = x3 edrisi olduguna gore
(Sekil 1 (a)), dogru olma 6zelliginin korunmadigi ke-
sindir. Aynica f, X2 + y2 = 1 gemberini x2 + y32 = 1
egrisi Uzerine donlstirdiginden (Sekil 1 (b)), ko-
nik alma 6zelligi de korunmamaktadir.

(n}

Sekil Ifa) ve I(h)

Sekillerin cesitli bicim bozukluklari ile ilgili ince-
lemeler yapabilmek igin topolojik déniistimlerin ye-
terli oldugunu soyleyebiliriz. Gergekten, dzellikleri-
ni yakindan tanidigimiz pek gok geometrik sekil, hayli
basit f topolojik dénisimleri altinda bigim bozulma-
larina ugrayabilirler. Fakat bununla beraber f, geo-
metrik sekillerin fazla bilinmeyen pek cok énemli
dzelliklerini de koruyabilmektedir. Ornegin, bir dog-
runun sz konusu f dénlsumu altindaki géruntisd
bir dogru dedildir; ancak bu gorintl "bir-boyutiu™
ve tek parcadan ibaret, yani “"baglantili”’ olmak du-
rumundadir. Ayrica x2 + y2 = 1 gemberinin f(x, y)
= (x, y3) olarak verilen f topolojik donlisima altin-
daki goriintiisiindn bir konik olmadigi belirtiimisti. Fa-
kat burada ¢ember ve goruntlisi “basit kapal eg-
ri"'(*) olma ortak 6zelligini paylasmaktadiriar. Diiz-
lemde bulunan geometrik sekillerin, dlizlemin topo-
lojik dontstmlerinin grubu altinda degismez kalan
bu gibi 6zelliklerine has olmayan topolojik 6zellik-
ler denir.

Geometri kdkenli topoloji son yiiz senede hizla
geligerek buglin analiz ve cebirin yani basinda yer

(*) Kendisini kesmeyven kapal egrilere, basit kapal eg-
riler denir.
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- Ceketimzi ¢1tkarmadan yeleginizi ¢ikarabilir misiniz? - Uygun doniigimlerle evet.

lendigi bir bilim dali olarak en basit bigimde tamim-
lanabilir. Burada bu konuya bu sekilde yaklasimimiz,
olabileceginden daha az genel olmakla beraber, bir
dereceye kadar da yukarda dzellendiginden daha
geneldir. Icinde geometrik sekillerin yer aldig disi-
nilen ¢evre uzayi, genis dlgekte herhangi bir uzay
olabilir; érnegin dlizlemsel bir sekil, 3 boyutlu uza-
yin bir altklimesi olarak gdz dnine alinabllir. Dola-
yisiyla topolojik déniigiimlerin boyle bir uzayin tama-
minda tanimli olmasinda israr edildiginde, galisma-
larimiza dogal olmayan birtakim kisitlamalar getir-
mis oluruz. Bu nedenle topolojik doniisimlerin ve-
rilen geometrik seklin iginde yer aldig! uzayda tanmm-
lanmasi yerine, sadece geometrik sekil (izerinde ta-
nimlanmasi ile *'has olmayan topolojik 6zellikler”den
alan, matematigin en temel bilim dallarindan biri ol-
mustur. Kabaca, topoloji, 6zellikle siirekliligin ince-

0¢i

Sekil 2.a. Bir daire (cember ve i¢i) ve bazi topolo-
Jik esdederlert.

Sekil 2.b. Bir halka ve topolojik esdegeri.

A"

12 "

Esnek bir lastik tipin (topolojik dontistimlerle) ters-
viiz edilmest.

ziyade "‘has topolojik 6zelliklerin'' aragtirmasina yo-
nelmis oluruz. Bir geometrik seklin, i¢inde bulundugu
uzaya bagimli olmayan 6zelliklerine has topolojik
ozellikler denir. cl
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