
1931 y›l›nda, Avusturyal› genç bir ma-
tematikçi, matematik camias›n› derinden
sarsan ve matemati¤e farkl› flekilde bak-
maya zorlayan bir makale yay›mlad›. Bu
matematikçi, Kurt Gödel’di. Makalesinde
ispatlad›¤› teorem de Gödel’in Eksiksiz-
Olmama (incompleteness) Teoremi, ya da
basitçe Gödel Teoremi olarak an›ld›. Çok
baflar›l› çal›flmalar› bu önemli teoremden
ibaret de¤ildi. Gödel, ayn› zamanda bilgi-
sayarlar›n temelini oluflturan yinelgen (re-
cursive) fonksiyonlar teorisinin de yarat›-
c›lar›ndan biriydi.

Gödel 28 Nisan 1906’da, flimdi Çek
Cumhuriyetinde Brno olarak bilinen,
Avusturya’n›n Brün kentinde do¤du. Lise
döneminde her bak›mdan parlak bir ö¤-
renci, Viyana Üniversitesi’nin de y›ld›z›y-
d›. Mezuniyet sonras› çal›flmalar›n› da bu-
rada yaparak 1929’da doktoras›n› tamam-
lad› ve do¤rudan e¤itim kadrosuna al›nd›.
Ünlü teoremini ispatlad›¤› yer de buras›y-
d›. Ancak 1940 y›l›na gelindi¤inde, artan
Nazi  zulümü karfl›s›nda Viyana’dan kaçt›
ve daha önce 1934’te ziyaret etmifl oldu-
¤u, Princeton’daki ‹leri Araflt›rmalar Ens-
titüsü’nde çal›flmaya bafllad›. 14 Ocak
1978’deki ölümüne kadar orada kald›.
Dünyan›n en önde gelen mant›k uzman›
oldu¤u düflünülen bu adam›n ölümü de
hayli flafl›rt›c› oldu. Eriflkin yaflam›n›n bü-
yük bölümünde hastal›k hastas› olan Gö-
del, yaflland›kça kendisine zehir verilmek-
te oldu¤una kesin gözüyle bakmaya bafl-
lad›, sonunda yemek yemeyi tümüyle b›ra-
karak açl›ktan öldü. 

Gödel’in mant›k d›fl› davrand›¤› kuflku
götürmez; ama ölümü onun ününü azalt-
mad›. ‹ki y›l önce Time dergisi 20. yüzy›-
l›n en etkileyici düflünürleri konusunda
bir anket yapt›¤›nda, ilk 20 aras›na giren
iki matematikçiden biri Gödel’di; öteki de
Alan Turing. 

Eksiksiz-olmama teoremi matematikte
bir fleyin do¤ru oldu¤u söylendi¤inde, ma-

tematikçileri bunun ne anlama geldi¤ini
düflünmeye zorlad›. Bunun matematik an-
lay›fl›m›zda yol açt›¤› de¤iflim, 19. yüzy›l-
da Öklid-d›fl› geometrilerin keflfedilmesi-
nin geometri anlay›fl›m›zda yapt›¤› de¤i-
flimden daha az dramatik de¤il. 

Bu büyük kefliflerin ikisi de aksiyoma-
tik sistemlerle ilgiliydi. Bu nedenle, mate-
matikçilerin "aksiyom" sözcü¤ünden ne
anlad›klar›n› ve aksiyomlar›n matematik-
te oynad›¤› rolü kavramadan, bu keflifler
tam olarak anlafl›lamaz. Gödel Teoremi
hakk›nda y›llar boyu yaz›lan onca saçma-
l›¤›n ard›nda yatan da, aksiyomlar›n do¤a-
s›na iliflkin yanl›fl anlamalar.

Gödel Teoremi özetle flunu söyler: Ele-
menter aritmeti¤i içerecek ölçüde zengin
herhangi bir aksiyomatik sistemde, do¤ru
olan, ancak aksiyomlar kullan›larak ispat-
lanmas› olanaks›z olan matematiksel ifa-
deler vard›r; mant›ksal terminolojiyle, ak-
siyom sistemi eksiksiz (complete) de¤ildir.

Gödel’in bu teoremi ispat etti¤i dö-
nemde, yeterince çabayla matemati¤in bü-
tününü içerecek aksiyomlar›n formüle
edilebilece¤ine kesin gözüyle bak›l›yordu.
Eksiksiz-olmama teoremi bu umutlar› yok
etti; birçok matematikçi de bunun, elde
edebilece¤imiz matematik bilgisinin bir s›-
n›r› oldu¤u biçiminde yorumlad›. Ancak
flimdilerde böyle düflünenlerin say›s› çok
az. Matematiksel do¤ruluk anlay›fl›m›zda
Gödel Teoreminin yol açt›¤› de¤iflim o ka-
dar etkili olmufltur ki, günümüzde ço¤u
kifli, sonucun aksiyom sistemlerinin s›n›r-
l›l›¤› konusunda yaln›zca teknik bir görüfl
oldu¤unu düflünür.

Gödel Teoreminin bafllang›çta yaratt›¤›
çarp›c› itkiyi anlamak için o dönemin ko-
flullar›na göre düflünmek gerekir. 19. yüz-
y›lda matematikçiler sezgisel görünen
kavramlar›n ço¤unun sorunlara yol açt›¤›-
n› ö¤renmifllerdi; reel say›lar›n süreklili¤i-
nin (continuum) yap›s› ve sürekli fonksi-
yonlar›n do¤as› da bunlar aras›ndayd›.

Sezgiyi ve güvenilir olmayan varsay›mlar›
temel alman›n yol açabilece¤i yan›lg›lar›
önlemek amac›yla Eski Yunan dönemin-
de kullan›lan ve o zamandan sonra bir ya-
na b›rak›lan, aksiyomatik yöntem denen
bir yöntemle matematik yapmaya büyük
önem vermeye bafllad›lar. Bu yöntemde,
ilgilendi¤iniz kavram ya da sistemi kapsa-
d›¤›n› düflündü¤ünüz bir dizi varsay›m› -
ya da aksiyomu- kesin ifadelerle yazarak
ifle bafllars›n›z. Sonra da bu aksiyomlar›
kullanarak yapt›¤›n›z mant›ksal ç›kar›m-
larla, kavram ya da sistem hakk›nda ‘do¤-
ru’ ifadeler elde edersiniz.

Bu yaklafl›m›n en iyi bilinen örne¤i, ge-
ometri için Öklid (Eukleides) aksiyomlar›-
d›r. Dev boyutlu eseri Elements’de Öklid,
düzlem geometrisi konusundaki bütün
do¤ru ifadelerin ç›karsanabilece¤ini dü-
flündü¤ü befl ilke s›ralad›. Aksiyomlar,
gerçeklik aray›fl›nda bafllang›ç noktas›
olarak seçildikleri için, onlar›n do¤ru ol-
duklar› konusunda hiçbir kuflku olmama-
s› gerekir. Aksiyomlar, do¤ruluklar› afli-
kar olan basit önermeler olmal›d›rlar. 

Öklid’in beflinci aksiyomu flunu söyler:
"Her l do¤rusu ve bu do¤ru üstünde olma-
yan her P noktas› için, P noktas›ndan ge-
çen ve l’ye paralel olan tek bir m do¤rusu
vard›r." Paralel Postülat› denen bu aksi-
yom konusundaki kuflkular yüzy›llar bo-
yunca Öklid geometrisinin peflini b›rakma-
d›. Duyulan kuflku, onun ifadesinin, öteki
dört aksiyomunkiler gibi basit olmamas›n-
dan kaynaklan›yordu. Bu sorunu çözmek
için aksiyomu daha basit varsay›mlardan
ç›karsama çabalar› hiçbir sonuç vermeden
sürdü gitti; ta ki çok çarp›c› bir keflif yap›-
lana kadar: Aksiyomun, paralellik konu-
sundaki do¤al insan içgüdüleriyle her ne
kadar uyum içinde oldu¤u söylenebilirse
de, aksiyom olarak içerilmesi tümüyle key-
fî bir durumdu. Paralel Postülat› bir aksi-
yom olarak alan Öklid’in bilindik geomet-
risi, olanakl› baflka geometrilerden yaln›z-
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ca biridir. Bu geometrilerden biri üzerinde
karar k›lmak, tercihe ya da amaçlanan uy-
gulamaya ba¤l›d›r.

Gerçekte Öklid’in aksiyomlar›nda, Pa-
ralel Postülat›n›n içerilmesinden çok da-
ha büyük bir sorun vard›. Hem kendisi,
hem de nesiller boyu gelen birçok takipçi-
si, onun aksiyomlar›ndan ç›kard›klar›n›
düflündükleri teoremleri, gerçekte, onun
listesinde olmayan birçok temel varsay›-
m›n bilinçalt›ndaki varl›klar›n› kullanarak
ispatlam›fllard›. 19. yüzy›l sonlar›nda Al-
man matematikçi David Hilbert, eksik
olan bu önemli aksiyomlar› yaz›ya döke-
rek iflleri düzene koydu.

Hilbert’in dikkatini çeken sorunlar ko-
nusunda bir fikir vermek amac›yla flu ör-
ne¤i ele alal›m; cetvel ve pergel kullana-
rak bir eflkenar üçgenin çizimi gibi çok
basit bir örnek. Bir do¤ru parças›yla bafl-
layarak onun iki uç noktas›ndan pergelle,
do¤ru uzunlu¤unu yar›çap alan iki yay çi-
zersiniz. Bu yaylar›n kesiflti¤i nokta, eflke-
nar üçgenin üçüncü köflesini belirler. Her
fley akla yak›n görünüyor. Bu ad›mlar›
kullanarak bir eflkenar üçgen çizmeniz
mümkün.

Ancak Hilbert, bu iki yay›n kesiflti¤in-
den nas›l emin olabilece¤imizi sorgulad›.
Yani, ortak noktalar› oldu¤unu nereden
biliyoruz? Ka¤›t üzerine çizilen iki yay ke-
siflir göründü diye, bir kesiflme noktas›n›n

gerçekten varoldu¤unu kesin bir flekilde
söyleyemeyiz. Kalemle çizilen çizgilerin
tersine, ideal çizgilerin kal›nl›¤› yoktur.
Öyleyse kal›nl›¤› olmayan iki yay›n ortak
bir noktas› oldu¤undan nas›l emin olabili-
riz? Yan›t, emin olamayaca¤›m›z yönün-
de. E¤er iki yay›n kesiflmesini istiyorsak,
bunu sa¤layacak bir aksiyoma gerek var-
d›r. Bu akla yak›n bir aksiyomdur ve yay
çizme konusundaki sezgilerimizle uyum
içindedir. Ancak ispat edilebilecek bir
önerme de¤il, bir varsay›md›r.

Hilbert’in bu çal›flmas› bize, matemati-
¤in herhangi bir dal›nda kullan›lan varsa-
y›mlar›n hepsini belirlemenin ne kadar
zor olabilece¤ini gösterir. Geometrideki
aksiyomlar konusundaki çal›flmas›n›n he-
men ard›ndan Hilbert, matematik için
hayli genifl kabul gören bir görüfl ileri sür-
dü. Formalizm ad› verilen bu görüfle göre
matemati¤e, temelde bir oyunlar toplulu-
¤u (y›¤›n›) olarak bak›lmal›d›r; bu oyunla-
r›n her biri, tümüyle belirlenmifl kurallara
göre oynanmal›d›r.

Sözgelimi Öklid geometrisiyle u¤rafl-
mak, Öklid geometrisi oyununu oynamak-
t›r. Bu oyunda Öklid geometrisinin aksi-
yomlar›yla bafllay›p, tümüyle belirlenmifl
kurallara göre sembolleri mekanik olarak
kullanarak, Öklid geometrisinin bütün
gerçeklikleri ç›kar›labilir. Aksiyomlar›n ve
kurallar›n›n belirlemedi¤i hiçbir fley kulla-

n›lamaz. Özellikle de noktalar›n ve do¤ru-
lar›n özellikleri konusunda hiçbir sezgisel
alg›lama kullan›lamaz ve kullan›lmamal›-
d›r da. Hilbert’in dedi¤i gibi, noktalar ve
do¤rulardan sözedildi¤i bir konuflmada,
onlar›n yerine sözgelimi kahve fincan› ve
masa sözcüklerini kullanabilirsiniz; yeter
ki aksiyomlar, bu nesneler kullan›larak
ifade edilsin. O zaman elde edilen teori,
gerçekte kullan›lan sözcükler d›fl›nda her
bak›mdan özdefltir.

Her türlü sezgiyi, nokta ve do¤rular›
kahve fincanlar› ve masalardan farks›z k›la-
cak ölçüde ortadan kald›rman›n, matemati-
¤i farkedilmeyen ve yanl›fl yönlendirici var-
say›mlar›n tehlikesinden tümüyle kurtara-
ca¤› düflünülüyordu. Sizin için kurallar› iz-
leyecek ve bütün gerçeklikleri elde edebile-
cek mekanik cihazlar (ki bunlar›n sezgileri
olmad›¤› kesin) tasarlamak, ilke bak›m›n-
dan olanakl›d›r. (Tabii ki tüm bunlar, bilgi-
sayarlar icat edilmeden önceydi.)

Matematiksel do¤rulu¤un, ispatlanabi-
lir olmayla (yani matemati¤in do¤ru öner-
melerinin, gereken biçimde ifade edildik-
lerinde, aksiyomlar kullan›larak ispat edi-
lebilir olmalar›) ayn› fley oldu¤una inanan
matematikçiler (formalistler) için Gödel
Teoremi y›k›c› oldu. Ancak, daha önce de
söz edildi¤i gibi, günümüzde matematik-
çiler, onu aksiyomatik sistemlerle baflar›-
labilecek fleylerin s›n›rl› oldu¤unun bir
do¤rulamas› olarak düflünür.

Bunu yapmalar›n› mümkün k›lan fley-
se, ça¤dafl matematikçilerin, Gödel Teore-
minin bize ö¤rettiklerinden gereken dersi
alm›fl olmalar›. Gödel’in sonucu matemati-
¤i pek fazla de¤ifltirmemifl olabilir. Ancak
bizim matemati¤e bak›fl›m›z› de¤ifltirdi.
Onun, 20. yüzy›l›n en etkileyici yirmi dü-
flünürü aras›nda yer almay› hakketti¤i,
kuflku götürmez.

Ç e v i r i :  N e r m i n  A r › k
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Matemati¤in belirli bir kolundaki bütün gerçeklik-
leri ç›karmak için gereken aksiyomlar› mekanik olarak
formüle etmek fleklindeki yaklafl›m, Hilbert Program›
olarak adland›r›ld›. Birçok matematikçi için aksiyomla-
r› aramak Kutsal Kâse’yi aramak türünden bir amaca
dönüfltü. Ne var ki, bunlar aras›nda matematik çal›fl-
malar›nda insan sezgisinin rolüne büyük sayg› duyan
Hilbert yoktu ve baflkalar›nca kendi ad›n›n verildi¤i
program›n gerçeklefltirilmesinide asla önermedi.

Hilbert program›n› gerçeklefltirme yolunda en bü-
yük destek ve çaba ‹ngiliz filozoflar› Bertrand Russell
ve Alfred North Whitehead’den geldi. Üç ciltlik dev bo-
yutlu ortak çal›flmalar› Principia Mathematica, 1910
ile 1913 y›llar› aras›nda yay›mland›. Bu çal›flma temel
aritmeti¤i ve mant›¤›n kendisini, aksiyomlardan gelifl-
tirme giriflimiydi.

Hilbert program›n›n amac›n›n olanaks›z oldu¤unu
göstermek için Gödel’in seçti¤i örnek de Principia
Mathematica’daki aksiyom sistemiydi. Makalesinin
bafll›¤› flöyleydi: "Principia Mathematica ve onunla ilgi-
li sistemlerin formal olarak saptanabilir olmayan ifade-
leri üzerine."  Gödel’in ispat›n› yapt›¤› dönemde genel
kan›, eksiksiz-olmama teorisini izlemenin zor oldu¤u
yolundayd›. Ancak uzun süredir onun gerçekte olduk-
ça basit bir sonuç oldu¤u farkedildi. Gödel’in orijinal
ispat›n›n karmafl›kl›¤› büyük ölçüde yersiz olup, argü-
man›n ifade biçiminin bir sonucudur. Asl›nda Gödel’in
yapt›¤›, bilinen "Yalanc› Paradoksu"nu al›p, aritmeti¤i

içeren bir aksiyomatik sistem içinde onun nas›l yeni-
den oluflturulaca¤›n› göstermekti.

Eski Yunan’a uzanan Yalanc› Paradoksu, bir kifli
"yalan söylüyorum" dedi¤inde ortaya ç›kar. E¤er bu
kifli yalan söylüyorsa önerme do¤rudur; öyleyse yalan
söylemiyordur. E¤er yalan söylemiyorsa önerme yan-
l›flt›r; öyleyse yalan söylüyordur. Kaç›n›lmaz gibi görü-
nen bir paradoks... Gödel benzer bir önerme ele ald›
(“Bu önerme ispatlanamaz” önermesini) ve onun arit-
metikte bir matematiksel formül olarak nas›l ifade edi-
lebilece¤ini gösterdi.

Bunu yapmak için önce önermeleri say› olarak
kodlamak gerekiyordu; bu, Gödel numaralamas› de-
nen bir süreç. O dönemde oldukça derin ve zor bir
ad›m olarak düflünülen bu süreci, günümüzde bir sürü
casus filmi de kullan›r! Mesajlar› flifreleme s›ras›nda
‹ngilizce sözcükler ve tümceler say› dizileri olarak kod-
lan›r. Gödel’in bir sonraki ad›m›, ispatlanabilir olma
kavram›n›n aritmetik içinde nas›l ifade edildi¤ini gös-
termekti. Bu daha derin bir içerik tafl›yordu; ama gü-
nümüz matematikçileri için bu da rutin bir fley haline
gelmifl gibidir.

Kodlama yap›ld›ktan sonra sonuç art›k kaç›n›lmaz-
d›. E¤er aksiyom sisteminin tutarl› oldu¤u (yani, ken-
di içinde bir tutars›zl›¤a yol açmad›¤›) varsay›l›rsa,
önermenin ispatlanabilir olmad›¤› aflikard›r (ispatlana-
bilir olmad›¤›n› kendisi söylemiflti.). Bu nedenle do¤-
rudur; ama ispatlanabilir de¤ildir.

Hilbert ve Y›k›lan Umutlar
.


