Polya'min Kesif Ustahg

“Aklim, gergeklesen diledinin gim-
sediyle aydinlamverdi,”
Dante, Paradiso Canto XXXIII
G.Pélya tarafindan zikredilmistir,

George Pélya'nin (1888-1985) bilimsel
kariyeri vermis vildan fazla siirddi, Parlak
bir maremarikgi olarak bilime birgok alan-
da kiklii katkilarda bulunan Pélya, ayni za-
manda mitkemmel bir 6gretmen, dgret-
menlerin Grermeni ve zor konulan kolay-
lagtirma ustasivdi. Pélya kesif vapmann bir
ustalik ve hiiner 1§i olduguna manirdy. Ona
gire, dfrencilere kegif kurallanm dgreten
ve uygularan ustalikly bir egitim icat ve ke-
sif yetenegini arurabilirdi.

Pdlva, ilki 1945’te yayinlanan zengin
igerikli, olaganiistii bir kitap serisinde,
kendi genis deneyimlerine dayanarak bu
icat ve kesif ilkelerini agiklads; icat ve ke-
siflerin kural ve drneklerini bizlerle paylag-
t1. Bu kitaplar birer strateji, teknik bilgi,
pratik i§ gorme, yol gisterme, anekdot ve
matemarik tarihi definesi olup birbirinden
ilging, her diizeyde birgok matematik
problemi igermektedir. Polya, “Nasil Cléz-
meli” adli kitabinin kapak sayfalarinda,
problem ¢ozmek igin genel bir plan ver-
mektedir:

Nasil Cézmeli

Birinci kural: Once problemi anlamalisiniz.
[kinci kural: Elinizdeki verilerde bilinme-
ven arasinda bir iliski aravin. Eger dogru-
dan dogruya bir iliski yoksa, yardimer prob-
lemler bulmaya mecbur kalabilirsiniz.
Eninde sonunda bir ¢iziim plam elde et-
meniz gerekir,

Ugiinedi kural: Planimz uygulayiniz.
Diirdiincii dural: Elde edilen ¢bziimil giz-
den gegirin.

Bu ilkeler daha sonra “molekiiler™ dii-
zeve inecek sekilde parcalara béliiniir. Bu-
rada uvgun bir zamanda hayata gegirilecek
stratejiler siralanir; Efer problemi gize-
mezseniz, ona benzeyen bir diger problem
arayin; ileriye dogru ¢ahsing gerive dogru
caligin; Kosulu daralun; kosulu genisleting
bir kargit-6rnek arayin; tahminde bulunun
ve tahmininizi deneyin; boliin ve kazann;
kavrama tarzimizi degigtirin.

Kesfe goriiren bu kurallann herbiri,
birgok érnekle desteklenmigtir.

Daha sonraki aragtirmactlar Pélya’nin
diigtincelerini gesitli sekillerde  gelistirdi-
ler. A. H. Schoenfeld, kolej diizeyindeki
matematikte en sik kullanilan ¢oziim ku-
rallaninin ilging bir listesini hazirlady, Bura-
da bu wablovu venyoruz:

Sik Kullamilan Coziim Yontemleri

Analiz

1) Miimkiinse bir diagram gizin,

2) Ozel durumlan inceleyin.

a) Problemi tmeklendirmek igin dzel de-
Ferler segin ve ¢oziimiil “sezmeye” ¢aliging
b) Olanaklarin sinirlarini belirlemek tizere
limit durumlan inceleyin;

c) Siasiyla 1, 2, 3..."e egit tamsayi paramet-
releri kullanarak bir tiimevarim olugturma-
ya galisin,

3) Problemi basidestirmeyi deneyin.
Bunun igin:

a) Simetriyi aragtinn veya

b) “Genelligi kaybermeme" taruymalan
fizerinde durun (oranlama dahil)

Inceleme

1) Oziinde esdeger problemleri diisiiniin:
a) Kogullanin yerine esdeger kosullar ko-
yun;

b) Problemin dgelerini farkl sekillerde bir
araya getirin;

¢) Yardimer Ggeleri igleme koyun:

d) Problemi yeniden formiile edin:

i~ Siireci veva isaretlemevi degistirin;

i- Celiski veya kargic tez aracihigiyla tarog-
maya girin

iii- Bir ¢oziim buldugunuzu varsayarak ve
bunun dzelliklenni inceleyin .

2) Biraz degigtirilmig problemleri diigil-
niin:

a) Ikincil hedefler segin (kogullarin kis-
men gergeklegmesini saglayin);

b) Bir koguldan kismen vazgegin ve sonra
onu rekrar isleme koymaya galigin;

¢) Problemi pargalara ayinn ve sonra teker
teker bu pargalar iistiinde galisin.

3) Biiyiik dlgiide degistirilmis problemleri
digiiniin;

a) Daha az sayida degiskenlerle benzer bir
problem olugturun;

b) Biri harig biitiin degigkenleri sabit tu-
tun ve bu rek degigkenin probleme etkisi-
ni inceleyin.

¢) i- Benzer higim,

1i- Benzer “bilinenler”,

iii- Benzer sonuglar igeren diger problem-
leri dikkate alin.

Unutmavyin ki elinizdekine benzer da-
ha kolay problemler iizennde galigtiktan
sonra, hem elde ettiiiniz sonucu, hem de
ciizme viinteminizi size verilmiy probleme
uygulamahsiniz.

Ciziimiin Dogrulanmas:

1) Coziimiiniiz gu spesifik testlerden gege-
biliyor mu?

a) Ngili biitiin verileri kullandiniz mi?
b) Céziimiiniiz akla yakin tahminlere uyu-
yor mu?

c) Cozlimiintiz simetri, boyut analizi veya
oranlama testlerinden gegti mi?

2) Coziimiiniiz su genel restlerden gegebi-
livor mu?

a) Farkh bir volla elde edilebilir mi?

b) Ozel durumlarda da dogrulanabiliyor mu?
c) Bilinen sonuglara indirgenchilir mi?
d) Bildiginiz bir seyi olusturmak icin kul-
tanulabilir mi?

Pélya'nin diigiinme ve yazmasindaki
wd size hissettirebilmek igin, onun Mare-
matiksel Bulus (cilr IT, sayfa 54) kitabinda
anlattigy, kavram bigiminin degismesivle
ilgili gok giizel, fakat anlagilmasi zor bir
pargayi asagida verecegiz.

Ornek:

Okuyncuyla beraber kiigiik bir deney
yapmaya galigacagz. Once basit, fakat pek
stk rastlanmayan bir geometri teoremi ve-
rip onun kantlanmasini saglayan diigtince-
leri sirayla vermeye ¢aligacagim. Cok yavag
ilerleyecek, gergekleri pespese swralayacak
ve her gercefi yavag yavag agacagim. Sani-
yorum ki okuyucu dykiiyii bitirmemden
once ana dilgiincevi vakalamis olacakuir
(tabii ozel engellevici bir durum yoksa),
Fakar ana diisiince beklenmedik tiprendir;
bu sekilde okuyueu kiigiik bir bulug yap-
manin zevkini yagayabilir,

A. Eger yarigaplars aynt g gember bir
noktada kesigiyorsa, bu gemberlerin kesig-
Hgl diger dig noktadan gegen emberin ya-
rigapr da bu dig cemberin yarigapr badardir.

Ispatlavacagimiz teorem budur. Ifade
kisa ve agik, fakar yeteri kadar ayninn ver-
memig, Eger bir sekil gizer (Sekil 1) ve uy-



gun harfleri yazarsak, teoremi daha anlagi-
hir sekilde goyle ifade edebiliriz:

B. &, Lve m gibi iig gember, aynr r yari-
gapina sahip olup aym O noktasindan gec-
mektedir. Ayrica | ve m, A noktasinda; m
ve k, B noktasinda;  ve | de ¢ noktasinda
kesigmektedir. Bu durumda A, B ve (den
gecen ¢ dairesinin yaricapr da r'dir.

Sckil 1; k, I, m ve e ¢emberlerini ve
bunlanin A, B, C ve O kesigme noktalanni
gosteriyor. Fakat bu sekil bizi memnun et-
miyor; bir kere basit degil; sonra hild ra-
mamlanmanus; bir sey eksik gibi duruyor;
oyle goriiniiyor ki cok gerekli bir seyi dik-
kate almamigiz. Cemberlerle ugragiyoruz.
Nedir bir cember? Bir gemberi merkezi ve
yarigapi belirler. Bir gemberin {izerindeki
nokralann hepsi, gemberin merkezi denen
bir noktadan egit uzaklhiktadir ve bu uzak-
lik gemberin yangapinin uzunluguna esit-
tir. Biz ortak varigap r'vi belirtmedik ve
biylece hipotezin ¢ok gerekli bir béliimii-
nii dikkate almamug olduk. O halde mer-
kezleri yerine koyalim: k igin K; | igin L ve
migin M. r vangapini nerede gostermeliy-
dik? Yangapt ¢izmek icin k. | ve m ¢em-
berlerinden veya A, B ve C kesigme nok-
talarindan herhangi birini digerlerine ter-
cih cemek igin bir nedenimiz yok. Ug mer-
kezden herbirini, ait oldugu ¢emberin bii-
tiin kesigme noktalanyla birlestirmemiz
gerekiyor: K merkezini B, C ve O kesisme
noktalaniyla birletiriyoruz vb.

Olusan sekil (Sekil 2) sasiruer derece-
de karmagik. Diiz ve ¢embersel o kadar
cok gizgi var ki sekli dogru diiriise “gir-
mekre” biiyiik zorluk gekiyoruz; sekil “ha-
reketsiz durmuvor”. Eski dergilerin baz
¢izimlerine benziyor. Bu dergilerdeki ¢i-
zimler kasith olarak belirsiz yapilirdy; ona
alisildigy sekilde bakarsaniz belli bir sekil
goriiniir; fakat bagka bir pozisyona gelene
kadar gevirip bakarsaniz aniden gozlerini-
zin niinde bir bagka gekil belirir ve ilk se-
kille ilgili az ¢ok niikeeli bir yorum igerir-
di. Bizim ¢emberler ve dogrularla yiikli
bilmece gibi seklimizde ikinci bir gekli ta-

niyabildiniz mi?

Kalabalik resmimizde sakli sekli bir-
denbire veya yavag yavag taniyabiliriz.
Onu problemi ¢izme gabalarimiz sirasinda
veya ikincil, Snemli olmayan kogullarda ta-
niyabiliriz. Ornegin memnun kalmadig-
miz bu sekli yeniden ¢izme sirasinda, bii-
tiin seklin dogru pargalan tarafindan belir-
lendigini gozlemleyebiliriz (Sekil 3).

Bu gozlem énemli goziikmekredir.
Kuskusuz ki bu sayede geometrik resim
basitlesmis ve muhtemelen mannki du-
rum da biraz daha agikhiga kavugmustur.
Aruk teoremimizi agagidaki sekilde ifade
edebiliriz.

C. Eger:

KO, KC, KB,

LC, L0, LA,

MB, MA, MO,
gibi dokuz dogru parcasimin herbiri r'ye
esitse, dyle bir E noktast vardwr ki EA, EB,
EC dogru pargalar: (segmentleri) da r'ye
esittir.

Bu ifade dikkatlerimizi sekil 3'e ¢evi-
rir. Bu giizel bir gekildir: bize tamdifimiz
birgeyi hatirlatmakeadir. (Neyi?)

Tabii ki sekil 3'deki dérigenlerin, hi-
porez geregi dort esit kenarlan oldugun-
dan, drnegin OLAM, bir eskenar dértgen-
dir. Egkenar dortgen bildigimiz birgeydir;
onu tanidiimiz igin, sekli daha iy gorebi-
liriz. (Seklin biitinii bize neyi haurlarmak-
tadir?)

Eskenar dértgenlerin kargihkl kenar-
lart paraleldir. Bunun stiinde durursak
sekil 3'iin dokuz dogru parcasinin, herbiri
tigerlik fi¢ grup olusturdugunu goriiriiz.
Her gruptaki ii¢ dogru pargasi, érnegin
AL, MO ve BK birbirine paraleldir. (Sekil
bize simdi neyi hatirlatiyor?)

Erigmemiz istenen sonucu unutmama-
liyiz. Bu sonucun dogru oldugunu varsaya-
lim. Sekle e gemberini veya onun merkezi
olan E'yi ve A, B ve C'de sona eren iig ya-
rigap1 eklersek, bagka eskenar doregenler,
baska paralel segmentler elde etmeye
devam ederiz (Bk. Sekil 4). (Seklin

biitiinii bize gimdi neyi hatrlauyor?)

Tabii ki gekil 4, bir dikdéregenler priz-
masinin 12 kenannin izdiigiimiidiir, Bu iz-
diigiimiin dzelligi, biitiin kenarlann iz-
diisiimiiniin esit uzunlukea olugudur.

Sekil 3 “saydam olmayan” bir dikdért-
genler prizmasinin izdiigiimiidiin; yalnizea
3 yiiz, 7 kse ve 9 kenar girmekreyiz; bu
sekilde 3 viiz, 1 kose ve 3 kenar giriil-
memekredir. Sekil 3, gekil 4'iin bir
béliimiidiir; fakat bu béliim biitiin sekli
belirlemektedir. Dikdirtgenler prizmasi
ve izdiigiimiin yonii, gekil 3 deki 9 kenarin
izdiigiimlerinin hepsi r'ye esit olacak sekil-
de segilirse (hipotez geregi béyle olmalan
gerekmektedir), kalan 3 kenann izdiisiim-
leri de r'ye esit olur. r uzunlugundaki bu
ii¢ dogru, sekizinci (goriilmeyen) kosenin
izdfigiimiinden dogmustur ve bu E iz-
diigiimii, A, B ve C noktalanndan gegen ve
yarigapi 1 olan gemberin merkezidir.

Teoremimiz ispatlanmisur; diizlemsel
bir seklin, sagirtici ve artistik bir tarzda, ii¢
boyutlu bir cismin izdiisiimii olarak kabul
edilmesiyle ispatlanmigtir.(Ispatra ii¢
boyutlu geometri bilgileri kullanilmigur.
Umanim bu bityiik bir hata degildir; dyle
olsa bile kolayca diizeltilebilir. Aruk E
merkezinin yerini o kadar basitge belir-
leyebiliriz ki EA, EB ve EC uzunluklar,
ii¢ boyutlu geometriden higbir vardim al-
madan dahi incelenebilir. Fakat burada
bunun tizerinde durmayacagz.)

Bunlanin hepsi ¢ok giizel; fakat insan
yine de kararsizliga diigtiyor; Bu, “sabah
gibi fiskiran, ik midir?" Iginde dileklerin
yerine getirildigi o 1k? Yoksa sadece bir
Pazartesi sabahi bilgeligi midir? Bu diigiin-
celer sinifta sonug verir mi? Pélya'nin
programini pratik pedagojive indirgeme
gabalarini yorumlamak zordur. Oyle
goriiniiyor ki dgretme denen sey, bir us-
tanin giizel diigiincelerinden daha fazlasin
gerekrirmekeedir.

(eviri: Selcuk Alsan
(Davis, PJ.- Hersh, R. Mathematical kxperience. 1983)




