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Penrose Karolari

Kimbilir ka¢ kez okumu-
sumdury “bakmak™ ve “giir-
mek™ amasinduki farky anla-
tan o uzun kise wvazilarnn.
Hemen hepsi de Farkh ge-
rekgelerle kaleme alinir: So-
kakta herhangi bir insanly
carpismadan viirlimenin zor-
luklanndan uzak goriisliiliik
isteven memleker meselele-
rine kadar pek ¢cok farkh ge-
rekge... Bu yaziminki ise pe-
Kild mutfakt duvarlari, ban-
VORUN ZEMINENEYA sehrin bf-
lek taldirimlar: olabilit. Ciin-
kii insan bakmakla yeonme-
vip gormeve ¢alismea, kendi-
sini seramik, ahsap va du be-
ton “karn kaplamalarla” ce-
pegevre bulmas) bile
degildir, Olayin dekoratif vi-
nil bir yana birakilacak olur-
sa, bu karolar ashinda marte-
matigin soyut diinyasindan
kopup gelmis gibidirler. Na-
s1l mi?

sterseniz, ince isin alfa-
besivle baslayalim. Penyodik

en

bir kaplamamn ne oldugunu
hepimiz Kestirebiliriz; El-
mizdeki karonun -tiggen, ka-
fe va da haval edilebilecek
herhangi bir seklin- diizlemi
valnizea voluyla
kaplamasi... Stzgelimi; Kare
seklindeki seramiklerle murt-
fagimizin duvarlanim kaplar-
ken elimizdeki seramiklen
hi¢ déndiirmeden yalnizca
verlenni kaydirarak ilerler-

oteleme

sek. bu perivodik bir kapla-
ma olacakur. Tabii, periyo-
dik kaplamalar sadece bizim
mutfaklirimizt stislemez, Or-
negin; Hollandali  sanatg:
Escherin pek gok vapin can-
It figiirleri andiran sekillerin
perivodik  kaplamalarivia
olusmustur. Eger isin sanat-
sal yoniinii biraz hafife alr-
sak, hemen her dgrencinin
defterinde de cun sikintis
va da matematiksel giidiiler
le(?!) perivodik
kaplamalara rastlamak miim-
kiindiir.

olusmusg

Alngen gibi sonsuz cok-
lukra sekil, diizlemi valnizea
perivodik olarak kaplayabil-
mekredir. Bir dier sonsuz
coklukta
hem perivodik hem de pen-
vodik sekillerde
kaplavabilir. Tabii, insamin
aklina;
diizlemi kaplayan sekil ya da
sekillerin var olup olmadig
gelmekeedir, “Aperiyodik”
terimi, Grinbaum ve Shep-
hard'n Tilings and Patterns
adh kitaplannda kullanmayi
tercih ertiklen bir terimdir ve
diizlemi yalmzea penvodik
olmadan. kaplayabilen karo
kiitmelerinin karsiligadir, Bu-

sekilse diizlemi

olmayan

aperivodik  olarak

rada “valmizea™ sozeiigiinden
kasit; ne tek bir seklin, ne
sekillerin bir kisminm, ne de
tamarmnin dizlemi  pervo-

dik olarak kaplamamasidir.
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Sekil 1.1 Egkenar bir dortgen 6zel bir gekilde ikiye aynlirsa "ugurtma” ve "ok
ucu” elde edillr. Burada ¢ altin oran temsil eder,
Sekil 1.2 "Sisman” ve “zayf” karolar da diizlemi aperiyodik olarak kaplarlar,
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Sekil 2 Penrose karolannda uygun agiar, renkli bantlarla desenien-

dirflerak aperiyodik kaplama sadlanir.

Uzun yillar boyunca ma-
rematikgiler, iste béivle bir
sekiller kiimesini bulmaya
gahgirlar, Bunun ik Grnegi
ise 1964'te Robert Berger -
rafindan bulunur, Ancak bu
kaplama pek tiyle defrere va
da mutfak duvarna sigacak
cinsten  degildir,  ¢iinkii
20 000 den fazla sekilden
olusmakradir. Gegen villar
bovunea daha kiigiik sekil
kiimeleri bulunmaya devam
cder ve 1974 yvilina gelindi-
sinde Oxftord Universite-
si'nden Rager Penrose sekil-
lerin savisini ikive indiemevi
basanr.

Parasiitle Atlama

Sayis ikiye inen bu sekil-
lerle ¢ok gesitli formlarda
karsilasmamiz miimkiindiir.
Ancak bunlardan en ilging
olanlan “vgurtma”™ wve “ok
ucu” scklinde
Penrose'un bu marifethi ka-
rolarim elde ermek igin yap-
mamiz gerelken sadece, 72 ve
180 derecelik ¢ agilara sahip
eskenar bir dorrgeni dzel bir
sekilde ki pargava ayvirmak-
o Dirrgenimiz iginde gize-
cegimiz. iki  kosegenden
uzun olanini 2/t orana giire
biler ve bu biliilm noktasim
diger iki Kiseyle birlesuire-
cek olursak, arnk elimzde
bir ok vcuvla bir ugurtmavi

olanlardir.

andiran ik gekal vardir ve 13-

te bu sekil cifti de Penrose
karolarmin bir tirmegini olus-
turur (Sekal 1.1).

Elbette. elimizdeki bu ki
sekli veniden birlestirirsek
tekrar eskenar disregenimizle
baghasa kalinz ve eskenar bir
dortgenle diizlem pernivodik
olarak kaplanabilir. Ancak
karolar bu sekilde dizilemez-
ler, yani aperivodik bir kapla-
ma icin bir takim dizilis ku-
rallary vardir. Omegin: hee hir
karonun (ugurtms ve ok ucu)
uygun gelen actlant renkli
bantlarla desenlendinlebilir,
Boylelikle  valmizea
renkteki  bantlann kesigugi
kenarlar vanvana getirilmis
olur (Sekil 2). Bir diger vol
ise, vap-boz ovunlanndaki
gibi karolarm dizildiklerinde
birbirlerine gegmelerini sag-
lavan kepar ¢ikinulan koy-
makor (Sekil 3). Bovlesi ay-
rintilar hem karolann dizilisi-
ni kolaylastirmuakta hem de
aperivodik bir kaplamayi zo-
runlu kilmakeadir.

Bu ilgine karolan bulan
Penrose, John Conway ile
¢aligmalar esnasinda tiim

ayni

diizlemin sonsuz goklukra
yolla bu “ugurtma ve ok
ucu” karolanyla kaplanabile-
cefini ghstermigtir, Bu kap-
lamalardan higbirisi de peri-
vodik degildin, Kimi kapla-
ma ornckleri simetrikurler
ve mnsan sasirtan bir uyum
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gistenirler. Fakar her defa-
sinda tasidiklan diizen bir
yerlerde bozulur ve vine o
aperivodik dzelliklen gozler
oniine serilin

Sonsuz goklukta kaplima
dmegi olmakla beraber, bir
ornek digerlerinden ancak
sonsuz bir diizlem {izerine
vavildiginda ayirr edilebilir,
Bu olavi uguk bir sekilde an-
larmaya kalkigirsak: bir ma-
tematik¢ivi herhangi bir ér-
nekle kaph bir  dizleme
ugakean paragiitle  birdkma-
miz yetedi olacakor. Bovle
bir durumda o kisinin nasil
bir kaplama iistiine dilgtiifi-
nii soyvleme sansi olmaz ve
ne Kadar dolanirsa dolansin,
sonunda  kendini bulacag
yer yine avnl benzer ¢evre-
dir. Aruk kigi -matematikgi
de olsa- sonsuza kadar kav-
bolmustur.

Bu karolann dikkati ge-
ken bir diger vinii de, diizle-
mi tm olarmk kaplayan her
bir trnckte “ugurtma”larn
“ok  ug¢"lanna  oraninin
1.615... olan altn oram ver-
mesidir, Bu oran irrasyonel
oldugundan, avm kaplamay)
tam savida sekillerden olu-
san tek bir grupla saglamak
miimkiin degildir. Eger hiy-
le bir sekiller grubu olsaydi,
aym grup pekild perivodik
bir kaplama i¢in de kullanila-
bilirdi ve bu da elbette hem
Penrose hem de bizler icin
tam bir diis kinklig olurdu.

Penrose’'un Tavuklan
Penrase, ugurtma ye ok
uglarmin diizlemi tam olarak
kaplayabildigi ve her zaman
aperiyodik desenler olustur-

Sekil 3 Yap-boz oyunlarindaki gibi
kenar gikintifan da, periyodik bir
kaplamanin olusmasini dnler.
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duklann gistermek igin armr-
trma ve azaltma (Conway'in
koydugu isimle “inflation

and deflation”) yollanna bag-

virmugtur, Her bir o weunu
simetrik alaruk ikiye aymmak
ve daha sonra yanm ok ugla-
ayla wcurtmalan birlesrir-
mek. daha biiyilk slgeklerde
ugurimea ve of uplarr varat-

makeadie. ki vanm o uew

ile bir wgurzma bir biyiik o &
uct, iki ok wewyla K wgurt-

ma da bir blivilk  weartma

olugturur. Olusan bu biiyiik
dleekli sekiller de yvine tam
bir kaplama deseni meydana
gerrmek i¢in kullamlabilir
ve aym bolilp birlestirme
yontemi sonsuza dek uygula-
nabilir,. Baylelikle arttrrma
metodu weurtma ve of ugla-
run dilzlemi tam  olarak
kaplayacaklarin kanitlar
Benzer sekilde azalima
metoduyla da, her bir karo
ayni gekle sahip daha kiigiik
parcalara billiinebilir. Eger
bir desen parqasindaki her
bir karo vine biliiniirse, daha
fuzla karoya sahip ve daha
tnee belirttigimiz dizilis ku-
rallarina nyan veni bir desen
pargast elde edilin. Aymi bil-
me iglemi tekrar rekrar yvine-
lenirse, dizilis kurallanna
uydn sonsuz suyida pargacik-
tan olusan bir sekil olugur.
Stzkonusu azaltma yintemi,
aym zamanda Penrose de-
senlermin, Tiirkge ' mizi biraz
zorlarsak, tendine benzer ol-
dugunu gistermekredir. Bu-
rada “kendine benzemek-
ten” Kasom, herhangi bir

kaplamadaki sonlu bir bijlge-
nin ayni desen icerisinde vi-
ne kendini gdsterdig va da

Coézmece

1. Agilan tamsayl olan, birbirinden
farkll kag Uggen vardir? [Agilar dere-
c8 cinsinden alinmalidir)

2. n,1'den buyuk pozitit bir tamsay
olmak (zere, x, y ve z pozitif tamsa-
yilan xM+1=z" egithgini saglasin.
Egerz ve x lle z ve y arasindak| fark-
lar 1'den biyilksa, ne x ne de y'nin
asal olamayacadin spallayine.

Gecen Ayin Cozlmleri
1. k=5 +2) ({5 -2)"
olsun. O zamarn

VP ayfE ez -2
3115 «2)V5 =211 (15 « 2 - W5 -2

egidlign elde edenz. Bu durumda
ki=4-3k veya (k-1)+#3(k-1)=0 olur.
Béylelikle (-1)k<+k+4)=0 elde adilir |
ki, bu da bize k=1 sonucunu verir

(Clnki k>0). |

2. ve f,,y'in d>1 sekiinde ortak bir |
bileniert cldugunu varsayalim. Bu du- |
rumda 1.4+, d tarahndan boidndr,
Aynt zamanda f,+f=f., oldugun-
dan, f,.; de d tarafindan balindr. Ay-
 gekilde, d'nin £, f,5, Ve en so-
nunda da £, bolebllecedini (Wmeva- |
nimia) kanitiavabilinz. Ancak f;=1dir. ©
yuzden o> tarafmdan bolinemez.
Bu da bastak| varsaymimizla c;élisir ve
biyylece Ispatimiz tamamianmis alur.

tekrarlach@din, Yani Clin Sed-
di'ne bir Penrose deseninin
kaplandifn ve de merakl bir
turistin -muhtemelen Japon
uyruklu ve marematiksel bir
heyeean igerisindeki bir tu-
rist- seddin  fotograflanin
cektigini varsayarsak, Ffarkl
forograf karelerinde; az ya da
cok siklikla, sonlu herhangi
bir bilge tekrar tekrar gorii-
lebilecektir,

Ore yandan ugurimalar ve
ak uglars, belli bir weknikle
bagka sckillere sokulabilir,
Ornegin; Penrose bu volla
ugurima ve ok wuglarm diiz-
lemi aperiyodik olarak kapla-
yun ravuklara déniistiirmiis-
tiir (Sekil 4). Buo avaklar asi-
metrik olmalarina ragmen,
ditzlemi  kaplayabilmeleri
i¢in highirini tersviiz euneve
de gerek vokrur. Tabii, orta-
ya gikan her gekil bir ravuk
kadar ilging defildir. Ancak
gene Penrose’un buldugu iki
basit $ckil vardir ki. bu aperi-
yodik kaplamalara merakls
matematikgilerin igini olduk-
¢a kolavlasurmugor. Bu sekil-
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Sekil 4 Panrose'un aperiyodik tavuklarr

ler bir “sisman”, bir de “za-
vif" iki egkenar dirtgenden
olusur (Sekil 1.2). Sisman
olanin 72 ve 108 derecelik,
saytf olanm da 36 ve 144 de-
recelik ig agilan vardir. Daha
dnce oldugu gibi, hem karo-
lar hem de kapladiklar alan-
lar alten oranla uyumluluk
icindedir ve vine sonsuz gok-
lukea volla diizlemi aperivo-
dik olarak kaplavabilmekte-
dirler.

Periyodigimsi Bir Ara
Penrose karolar: bu aperi-
vodik tabiatlaring ragmen,
kendi i¢glerinde perivodik bir
sir saklarlar. Daha dogru bir
deyimle, bu sir periyodigim-
sedir. Ciinkii bu  karolar ko-
numsal bir diizen i¢indedir
ve bu durum aperivodik bir
kaplamaya perivodik denile-
bilecek bir alt sistem  sagla-
makradir. Ustelik Penrose
karolanm figiineii boyuta ta-
gimak ve laboratuvara girip
kristalimsilerin arasinda onu
veniden kesfermek de peki-
li miimkiindiir, Ama tiim
bunlar, perivodigimsi bir ara-
mn ardindar, gelecek sayida...
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