
Öyle görünüyor ki geometri, insano¤-

lunun yeryüzünü ölçme ihtiyac›ndan do¤-

mufl. Bunu Latince kökenli geo ve metri

kelimelerinin yer (dünya) ve ölçü anlam›-

na gelmesinden anlayabiliyoruz. Öklid

geometrisinin üç boyutlu dünyam›z›  ölç-

mek için oldukça kullan›fll› bir yol oldu¤u-

nu kabul etmek gerekir. Yine de Öklid d›-

fl› geometrilerin de varoldu¤unu ve onla-

r›n da bu anlamda iflimize yarayabilece¤i-

ni bilmekte fayda var. Hatta bu yeni geo-

metrilerden baz›lar› Öklid geometrisinin

çözümlemekte yetersiz kald›¤› yerlerde

devreye girebiliyor.

Aksiyomatik 

Sistemler
Bilindi¤i üzere Öklid geometrisi, 5 ak-

siyom (belit) üzerine kurulmufltur:

1. Her hangi iki nokta, bir do¤ruyla

birlefltirilebilir.

2. Sonlu bir do¤ru parças›, istenildi¤i

kadar uzat›labilir.

3. Çember, merkez ve üzerinde bir

nokta ile tarif edilebilir.

4. Bütün dik aç›lar birbirine efltir.

5. Verilen bir do¤ruya, kendisi d›fl›nda-

ki bir noktadan yaln›z ve ancak bir para-

lel do¤ru çizilebilir.

Bugün yayg›n olarak tan›nan geomet-

rinin temelinde bu befl de¤iflmez cümle

yat›yor. Öklid geometrisi uzakl›k, aç›, pa-

rallelik gibi pek çok kavram› koruyor.

Fakat flu bir gerçek ki, foto¤raflar pers-

pektifden dolay› bu kavramlar› korumaz.

Bunun en tipik örne¤i, paralel giden iki

demiryolu çizgisini ileride bir noktada

(asl›nda gözümüzün gördü¤ü en son

noktada)  birleflmifl olarak görmemizdir.

Oysa ki birleflmedi¤ini biliyoruz. Hatta

beflinci aksiyom, bize iki paralel do¤ru-

nun asla kesiflmeyece¤ini de söylüyor.

Öyleyse, emektar geometri böyle bir fo-

to¤raf karesinde yetersiz kal›yor. He-

men, bu yetersizli¤i matemati¤in çaresiz-

li¤i olarak düflünmekte acele etmeyin!

Çünkü matemati¤in bu problemi nas›l

çözdü¤ünü görünce, onun problem çöz-

me konusundaki yetene¤ine bir kez da-

ha hayran olacaks›n›z.

Yeni bir Geometri Do¤uyor!
Matematik bir cümleye de¤iflmez demifl-

se, o cümle de¤iflmezdir; ama yaz›ld›¤› ku-

ram içinde! “Ben farkl› bir kuram yaz›yo-

rum” deyip de o cümlelerin tamamen ters-

lerini do¤ru kabul eden aksiyomlar› s›ralar-

san›z, onlar da do¤rudur; ama sizin kura-

m›n›z içinde. Tabii bir de yazd›¤›n›z aksi-

yomlar›n kendi içinde tutarl› olmas› gerek-

ti¤ini unutmay›n. Ayn› kuram içinde hem

“a do¤rudur” hem de “a yanl›flt›r” ifadeleri

yer al›yorsa, o kuram bafltan çökmüfl de-

mektir. Öklid bu befl aksiyomu hem birbiri

ile tutarl› hem de biri di¤erinden elde edil-

meyecek flekilde düzenlemifl. Hatta Ök-

lid’den sonra birçok matematikçi, beflinci

postulat›n di¤erlerinden elde edilebilece¤i-

ni ispatlamaya çal›flm›flsa da baflar›l› olama-

m›fl. En sonunda befl aksiyomun da birbi-

rinden ba¤›ms›z oldu¤u ispatlanarak bu

tart›flmaya son nokta konmufl. Kuramdan

“a do¤rudur” aksiyomunu ç›kar›p

“a yanl›flt›r” aksiyomunu eklerse-

niz yine tutarl› bir sistem elde

edersiniz ve bu da yeni bir geomet-

ri anlam›na gelir. Ama pek çok teo-

rem ya da tan›m görüntü de¤ifltire-

cektir. Elimizdeki foto¤raf karesin-

deki paralel do¤rular bir noktada

birlefliyor; öyleyse “Paralel do¤ru-

lar bir noktada kesiflir” cümlesini

do¤ru kabul eden farkl› bir kuram

yazmak, karfl›laflt›¤›m›z problemi

çözmek için akla gelen ilk yoldur.

Bu, k›saca beflinci postulat›n hük-

münü sona erdirip yerine bu yeni aksiyo-

mu koymaktan baflka bir fley de¤ildir. Pro-

jektif Geometri ad› alt›nda yaz›lan yeni ku-

ramda birkaç hafif de¤ifliklik yap›lm›fl olsa

da (uzunlu¤un ve aç›lar›n her dönüflüm al-

t›nda korunmamas› gibi) en büyük de¤iflik-

lik paralel do¤rular› kesifltirmek denebilir.

‹lginç bir flekilde, bir de¤iflmezin de¤ifltiril-

mifl olmas›na karfl›n Öklid geometrisindeki

pek çok teorem, bu kuramda da aynen ça-

l›fl›yor. Ama flunu da eklemekte fayda var

ki, kuram›n bundan çok daha ilginç ve dik-

kat çekici baflka bir özelli¤i var!

Deargues Teoremi
Perspektif kavram›n›n kilit noktay›

oluflturdu¤u projektif geometrinin kurucu-

lar›ndan birinin aslen bir mühendis olmas›,

çok flafl›rt›c› de¤il. 16. yüzy›lda yaflam›fl bu

Frans›z matematikçi ve mühendis Girard

Desargues’›n teoremi flöyle:

ABC ve A’B’C’ üçgenlerinin

s›ras›yla AA’, BB’

ve CC’ do¤rular›n›n tek bir noktada kesifl-

mesi için yeter ve gerek flart, üçgenlerin AB

ve A’B’; BC ve B’C’; CA ve C’A’ do¤rular›n›n

kesim noktalar›n›n do¤rusal olmas›d›r.  

Öklid geometrisi, bu teoremin çok ge-

nel durumlar›n› oldukça fl›k bir flekilde is-

patl›yor. ‹spat için bir önceki  yaz›m›zda

bahsetti¤imiz Menelaus Teoremini üç kere

kullanmak yetiyor. Bu ipucu üzerine ol-

dukça kolaylaflan ispat›, okuyucumuza b›-

rak›yoruz. Ama baz› özel durumlar› mer-

cek alt›nda incelemekte fayda var; çünkü o

noktalarda Öklid geometrisi ihtiyac› karfl›-

lam›yor.

Üçgenlerin Dünyas› – II

Geometride
Duallik ‹lkesi
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Bu flekil AXA’Z karesinin kenarlar›n›n

orta noktalar›ndan dörde bölünmesiyle elde

edilmifltir. (B,C,B’,C’ üzerinde bulunduklar›

do¤ru parçalar›n›n orta noktalar›d›r) AA’,

BB’,CC’ do¤rular›n›n köflegenlerin kesim

noktas› olan O’da birlefltikleri aç›kça görüle-

bilir ki, bu noktada Desargues teoremini uy-

gulayabiliriz. Hipotez sa¤land›¤›na göre AB

ve A’B’; BC ve B’C’; CA ve C’A’ do¤rular›n›n

kesim noktalar› do¤rusal olmal› ama  BC ve

B’C’ do¤rular› birbirine paralel. ‹ki paralel

Öklid geometrisi içinde kesiflemeyece¤in-

den, bir kesim noktas›ndan bahsedemeyiz.

‹flte bu noktada devreye projektif geometri

giriyor ve iki paralel do¤ruyu “sonsuz” de-

nen noktada birlefltiriyor: . Bu haya-

li nokta, X ve Z’yle do¤rusal olarak kabul

edilebilir ve teoremin s›n›rlar›n›n Öklid Geo-

metrisinden daha genifl olmas› gerekti¤ini

de ortaya koyuyor!

Duallik
“Daha sonra neredeyse hiç ›s›t›lmayan

tren kompart›man›nda, gazetenin kenar›-

na B kal›b›ndan akl›mda kalanlar› çizik-

tirdim. Tren Cambridge’e yaklafl›rken iki

veya üç zincirli modeller aras›nda bir ka-

rar vermeye u¤rafl›yordum...Bisikletle ko-

leje dönüp arka kap›dan t›rman›rken iki

zincirli bir model infla etmeye karar ver-

dim. Bunu elbette Francis de be¤enecekti.

Her ne kadar fizikçiyse de biyolojide

önemli fleylerin çiftler halinde ortaya ç›k-

t›¤›n› bilirdi” (James D. Watson, 1996, p.

121,122)

DNA’n›n yap›s›n› Francis Crick’le bir-

likte çözerek 1962 Nobel ödülünü alan Ja-

mes Watson, sarmal yap›n›n iki zincirli bir

modele sahip olabilece¤ine karar verdi¤i

an› böyle anlat›yor kitab›nda. Bu karar›n

ard›ndan DNA’n›n yap›s› ard›ndaki s›r per-

desi aç›l›yor ve yüzy›l›n en önemli buluflla-

r›ndan biri ortaya ç›k›yor. Asl›nda “çiftler

halinde ortaya ç›kma”, sadece biyolojiye

has bir durum de¤il. Geometride de ilginç

bir duallik kavram› sözkonusu.  Bu kav-

ram, biyolojide birbirinin duali olarak dü-

flünebilece¤imiz erkek-difli çifti kadar afli-

kar m›, de¤il mi ona siz karar verin.

Bir Teoremin Duali
Frans›z geometrici Joseph Gergonne,

1810 y›l›nda yay›mlamaya bafllad›¤› bir

dizi makalesinde projektif geometride

düzlemdeki, her nokta ve do¤ruyu birlefl-

tiren teoremin duali olan ifadenin de

do¤ru bir ifade olaca¤›ndan bahsetmifltir.

Bu prensip basitçe, iki teorem aras›nda

kurulan bir örnekseme olarak aç›klanabi-

lir. Sözgelimi, bir teoremin dualini bul-

mak için ifadenin içinde geçen noktalar

do¤rularla, do¤rular noktalarla ve hatta

“çak›fl›k” ifadesi “do¤rusal” ifadesiyle de-

¤ifltirilir. Örne¤in projektif uzayda “iki

farkl› nokta bir do¤ru belirtir” ifadesinin

duali “iki farkl› do¤ru bir nokta belirtir”

fleklindedir. Bu, flu anlama gelmektedir.

Projektif uzayda iki farkl› do¤ru mutlaka

bir noktada kesiflir (paralel olsa bile!) ki,

bu da o do¤rular›n belirtti¤i noktaya

denk gelir. Bu oldukça ilginç özelli¤in

getirisi muhteflem. Kuram›n yar›s›n› üret-

meniz demek, tamam›n›n kendili¤inden

ortaya ç›km›fl olmas› demektir. Önümüz-

deki say›m›zda geometrinin oldukça çar-

p›c› baflka teoremleriyle ve birbirine dual

olan teoremlerle devam edece¤iz. Sizler

bu arada geometriyi daha derinden kar›fl-

t›rmaya ve ispatlar üzerinde çal›flmay› ih-

mal etmeyin.
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Aykut arkadafl›m›za çal›flmas›n› bizlerle

paylaflt›¤› için teflekkür ederek söze bafllamak

istiyoruz. Kendisinin çizdi¤i flekil (ABD üçge-

ni) Öklid ba¤›nt›lar› olarak bilinen bir dizi teo-

remden dolay›  o kadar gözönünde olan bir fi-

gür ki, buradan daha önce bulunmam›fl bir fley-

ler ç›kartm›fl olma fikri bile insan› kuflkuya dü-

flürebiliyor. Yine de “neden olmas›n” demekte

de fayda var. Elde etti¤i (1) ve (2) numaral› ifa-

deler pek çok kitapta ba¤›nt› olarak geçmese

de, bunlara soru k›s›mlar›nda yer veriliyor. Bu

sorular›n içinde geçti¤i as›l konu ise “Üçgen-

lerde Benzerlik”. Aç›-Aç›-Aç› özelli¤inden dola-

y› ABC ve DAC üçgenleri birbirine benzerdir.

(ikisinin de içaç›lar›: α-β-90°) bu da otomatik

olarak denk gelen aç›lar›n karfl›lar›ndaki ke-

narlar›n orant›l› oldu¤unu gösteriyor:

Bu üçlü orant›n›n içinde (1) ve (2) numaral›

ba¤›nt›lar›n yerald›¤› da aç›kça görülebiliyor.

Sonuç olarak bu bilgiye teorem ad› versek bi-

le, yeni bir bulufl olmad›¤›n› görebiliyoruz. Bu

arada Öklid ba¤›nt›s›n›n ispat› da yap›lm›fl

oldu. 

N i l ü f e r  K a r a d a ¤

karadagnilufer@yahoo.com

Merhaba 

‹lk önce flunu söylemek isterim ki, bana

böylesine güzel bir dergide yer ay›rd›¤›n›z

için teflekkür ederim. Ben ‹zmir Anadolu

Ö¤retmen Lisesi II s›n›f ö¤rencisiyim. Bilim

ve Teknik Dergisini ilkö¤retimden beri im-

kanlar›m dahilinde takip ediyorum. Dersler

aras›nda geometriye karfl› afl›r› bir tutkum

var. Özellikle üçgenler konusu. Dik üçgen-

lerle ilgili bir ba¤›nt› elde ettim ve bunu siz-

lerle paylaflmak istiyorum. Buluflumun son

basama¤›nda Öklid ba¤›nt›s›n› elde ettim.

Buluflumu hiç bir kitapta görmedi¤im için

bunun küçük bir teorem olabilme ihtimali

oldu¤unu düflündüm ve size de¤erlendir-

meniz için gönderdim.

ACD dik üçgeninde Kosinüs teoremin-

den:

ABC dik üçgeninde Kosinüs teoreminden

‹kisinin ortak çözümü:

ACD dik  üçgeninde Kosinüs Teoreminden 

ABC üçgeninde Kosinüs Teoreminden

(1) ve (2)’den:

(1) ve (2) numaral› bulufllara hiçbir kitapta

rastlamad›m. ‹spat›n› da Kosinüs teoremin-

den faydalanarak buldum. Ve size soruyo-

rum. Bunlar›n teorem olabilme ihtimali var

m›?

Aykut Çelikel

Bir Buluflum Var

E¤er siz de kaydetti¤iniz önemli bir bulgu oldu-
¤unu düflünüyorsan›z dergimize gönderin ve onu
sizin için de¤erlendirelim. 
Adresimiz: TÜB‹TAK Bilim ve Teknik Dergisi,
Buluflumu De¤erlendirin Köflesi,
Atatürk Bulvar› No:221 
Kavakl›dere-ANKARA 
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