
M A T E M A T ‹ K  K U L E S ‹
E n g i n  T o k t a fl

m a t e m a t i k _ k u l e s i @ y a h o o . c o m

Dört Meksikal› Problemi

Önceki say›lar›m›zdan birinde konu¤umuz
olan Meksikal› dostlar›m›z› bu soruyla köflemi-
ze tekrar konuk ediyoruz. fiekilde sadece flap-
kalar›n› görebildi¤imiz Meksikal›lar›n bafllan-
g›ç konumlar›n› gösteren üstten bir görüntü
yer al›yor. Dostlar›m›zdan her biri saat yönün-
deki komflusuna dönmüfl durumda bekliyor.
Hepsi ayn› anda ve sabit v h›z›yla saat yönün-
deki komflusunun do¤rultusunda yürümeye
bafll›yor. Bu durumda ilk baflta kare olan ara-
lar›ndaki flekil nas›l de¤iflir? Peki ne zaman bu
dört arkadafl karfl›lafl›rlar?  

En Büyü¤ün En Küçük De¤eri

Toplamlar› 1 olan ve hiçbiri negatif bir de-
¤er almayan 7 tane a, b, c, d, e, f, g reel say›-
m›z var. fiimdi bu reel say›lar›n oluflturdu¤u
a+b+c, b+c+d, c+d+e, d+e+f, e+f+g toplamlar›-
n›n içinden ç›kacak en büyük de¤ere M diye-
lim. Yedi reel say›y› öyle ayarlay›n ki toplamla-
r›n en büyük de¤erini veren M say›s› en küçük
de¤erini als›n. Acaba bu en küçük M de¤eri
kaçt›r? 

Logaritmik Eflitsizlik
Logaritma konusunda küçük bir al›flt›r-

ma yapmak isteyen okuyucular›m›z için bu
sorumuz. Sorunun sizden istedi¤i asl›nda
çok basit: ‹stenilen a>1 olmas› kofluluyla
(loga 10 + log10 a) ≥ 2 eflitsizli¤inin do¤ru ol-

du¤unu göstermeniz.

Heron Teoremi
Üçgenler için üretilmifl o kadar çok formül

var ki insan flafl›rmadan edemiyor. ‹flte karfl›-
m›zda bunlardan “Heron Teoremi” ad›yla an›-
lan formül: 16T2 = [(a+b)2-c2][c2-(a-b)2]. For-
mülde a,b,c harfleri üçgenin kenarlar›n›, T ise
üçgenin alan›n›
temsil ediyor. Bu
formülün her üç-
gen için geçerli ol-
du¤unu gösterebi-
lir misiniz?
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Koordinat Ekseninde Olas›l›k-2
“Matemati¤in fiafl›rtan Yüzü” bölümünü ta-

kip eden okuyucular geçen ayki  yaz›m›zda Er-
dös ve Kaplansky’nin ilginç problemini tan›tt›-
¤›m›z› ve çözümü kolaylaflt›rmak için soruyu
koordinat eksenine tafl›d›¤›m›z› hat›rlayacaklar-
d›r. Bu küçük hat›rlatmadan sonra flimdi gelin
koordinat ekseni kullanarak soruyu nas›l çöze-
bilece¤imizi hep birlikte görelim.

Çözüm için, koordinat ekseninde orijinden
bafllayan ve +1 ile –1’lerin say›s›n›n eflit olma-

s›ndan ötürü her zaman (2n,0) noktas›nda bi-
ten grafi¤imizin 4. çeyrek olarak adland›r›lan
bölgeye (x= +, y= - olan bölge) girmemesini isti-
yoruz. O halde bulmam›z gereken, orijinden
(2n,0) noktas›na giden tüm olas› grafiklerin kaç
tanesinin bu flart› sa¤lad›¤›d›r. Arad›¤›m›z de-
¤er = C(2n ; n) – (x ekseninin alt›na en az bir
noktada inen dizi say›s›). Bu durumda sonuca
ulaflmak için y’nin pozitif oldu¤u bölgeyi terke-
den dizi say›s›n› bulmam›z yeterli olacak.

Grafi¤in x ekseninin alt›na inmesinin asl›n-
da y= -1 do¤rusuna temas etmesi anlam›na da
geldi¤ini göz önünde bulundurarak ilk grafi¤i
inceleyelim. y = -1 do¤rusu ile ilk temas P nok-
tas›nda oluyor. fiimdi bu noktaya kadarki k›s-
m›n y= -1 do¤rusu ile simetri¤ini(P1’) al›p P2
ile birlefltirelim. Elde etti¤imiz (0,-2) noktas›nda
bafllay›p (2n,0) noktas›nda biten yepyeni bir di-
zi oldu. 

Bu durumun tam tersini ikinci grafikte gö-
rece¤iz. Bu sefer grafik (0,-2) noktas›nda bafll›-
yor ve (2n,0) noktas›nda bitiyor. Burada da
y= –1 do¤rusu ile ilk temas›n oldu¤u T noktas›-
na kadarki k›sm›n simetri¤ini(T1’) al›p T2 ile
birlefltirece¤iz. Elde edilen yeni grafi¤in, bulma-
ya çal›flt›¤›m›z x ekseninin alt›na en az bir nok-
tada inen grafiklerden biri oldu¤una dikkatini-
zi çekmek istiyorum. 

‹ki grafi¤i de inceledikten sonra flöyle bir so-
nuca varabiliriz: “e¤er  ben (0,-2) noktas›nda bafl-
layan ve (2n,0) noktas›nda biten olas› tüm grafik-
lerin say›s› bulabilirsem, birebir efllenme özelli-
¤inden ötürü orijinde bafllay›p (2n,0) noktas›nda
biten ve x ekseninin alt›na en az bir noktada
inen olas› tüm grafiklerin say›s›n› da bulmufl olu-
rum.” Bu yarg› iflimizi çok kolaylaflt›rd›. Bahset-
ti¤imiz grafik (n+1) tane +1 ve (n-1) tane –1 kul-
lan›larak elde edilebilir. Bunlar›n say›s› da kom-
binasyon ile C(2n ; n-1) veya C(2n ; n+1) olur ki
iki de¤er zaten birbirine eflittir. Art›k yapmam›z
gereken tek bir ifllem kald›: (k›smi toplam› asla
negatif olmayan dizi say›s›) = (tüm dizilerin say›-
s›) – (x ekseninin alt›na en az bir noktada inen
dizi say›s›) = C(2n ; n) – C(2n ; n-1) 

Sonucu olas›l›k olarak de¤erlendirirsek
tüm dizi say›s›na oranlama sonucunda 1/(n+1)
sonucunu elde ederiz. Kombinasyon hesapla-
malar›nda çok karfl›lafl›lan ve “Katalan say›lar”
ad› verilen cn = {1, 2, 5, 14, 42, 132, 429,...} sa-
y› dizisine baflar›yla ulaflarak bu ayki yaz›m›z
tamamlam›fl olduk.  

Geçen Ay›n Çözümleri

E¤risiyle Do¤rusuyla
EF, sorudaki

P e¤risinin herhan-
gi bir parças› ve
GH ile IJ de bu par-
çan›n AB ile BC
kenarlar› üzerinde-
ki izdüflümleri ol-
sun. Üçgende ke-
nar eflitsizli¤i pren-
sibini kullanarak
GH + IJ ≥ EF eflit-

sizli¤ini yazabiliriz. fiimdi tek bir segment için yazd›¤›-
m›z eflitsizli¤i P e¤risini oluflturan her bir segmenti de
ekleyerek genelleyelim. Bu durumda ΣGH + ΣIJ ≥
P’nin uzunlu¤u > 2n eflitsizli¤i elde edilir. Eflitsizli¤e
göre ΣGH veya ΣIJ  toplamlar›ndan biri n’den büyük ol-
mal›. Mesela ΣGH > n olsun. BC kenar›n›n 1 birim ol-
du¤unu biliyoruz. O halde BC kenar› üzerinde öyle bir
X noktas› bulabiliriz ki bu noktadan BC’ye dik çizilecek
bir do¤ru P e¤risini en az n+1 noktada kessin.

Aranan ‹spat
Öncelikle soruda verilen eflitli¤in sol taraf›n› flöyle

düzenleyelim: 1 + 1/2 + 1/3 + ... + 1/2n – 2( 1/2 +
1/4 + 1/6 + ... + 1/2n ) = 1 + 1/2 + 1/3 + ... + 1/2n
– (1 + 1/2 + 1/3 + ... + 1/n). Dikkat ederseniz paran-
tez içindeki eksili terimler tüm eflitlikteki baz› terimle-
rin sadeleflmesine uygun biçimdedir. Bu sadelefltirme-
yi yapt›ktan sonra elimizde soruda verilen eflitli¤in sa¤
taraf› kal›r: 1/(n+1) + 1/(n+2) + ... + 1/2n

Say›lardan Bulmaca
Soruda bizden istenen denklemin sonucuna x di-

yelim:
‹lk logaritmay› orta-
dan kald›rmak için

eflitli¤in her iki taraf›n›n 2 taban›nda üssünü alal›m.
Böylelikle eflitlik flu biçime dönüflür: 

fiimdi s›ra di¤er logaritma-
dan da kurtulmaya geldi.

Bu sefer her iki taraf›n taban›nda üssünü alaca-

¤›z. Yapt›¤›m›z son ifllemle eflitli¤ine
ulaflm›fl olduk. Bu eflitli¤in sa¤lanabilmesi için x = n ol-
mal›d›r. O halde arad›¤›m›z x de¤eri n’e eflittir. 

Hayali S›ra
Geçen ay “Matemati¤in fiafl›rtan Yüzü” bölümün-

de anlatmaya bafllad›¤›m›z problemin ilginç öyküsünü
bu ayki yaz›m›zla tamamlad›k. O yüzden burada soru-
nun çözümünden çok cevab›n› verece¤iz. Çözümü ay-
r›nt›s›yla “Matemati¤in fiafl›rtan Yüzü” bölümünde bu-
labilirsiniz. Bilet s›ras›n›n diziliminde toplam kombi-
nasyon C(2n ; n) tanedir ve bunlardan C(2n ; n) – C(2n
; n-1) tanesi istedi¤imiz koflulu sa¤lar. O halde olas›l›-
¤› bulmak için bir oranlama yapt›¤›m›zda sonuç olarak
1/(n+1) de¤erini elde ederiz.  
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